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Funkcje tworzace 1
Rozwaz ciagi (Yo, y1, - - -) spelniajace réwnanie

Yntk = Qp—1Yntk—1 T Ok—2Yntk—2 + - + Q1Yn+1 + QoYn,

dla dowolnego n > 0 i pewnego k£ > 0. Rownanie takiej postaci nazywamy homogeniczng
lintiowq rekurencyq.
Wielomian charakterystyczny powyzszego rownania to

p(x) = 2% — ap_ 12" — ap_92™? — a1 — ao.

Propozycja. Niech p(x) bedzie wielomianem charakterystycznym powyzszego réwnania.
(i) Jedli p(z) ma k réznych pierwiastkow Aq, ..., A to: Dla kazdego ciagu y = (yo,v1, - - -)
spelniajacego réwnanie istnieja state C, Oy, ..., Cj takie, ze dla kazdego n > 0

(i) Jesli p(x) ma ¢ réznych pierwiastkow Ay, ..., A\, o krotnoSciach ky, ..., k,, gdzie ki +
.-+ + k, = k to: Dla kazdego ciagu y = (o, y1, . . .) spelniajacego réwnanie istnieja
state C; j gdziei =1,...,q, j =0,...,k; — 1 takie, ze dla kazdego n > 0

q kifl n
Yn = Z Ci,j( )A?
i—1 J

j=0
ZADANIA

Zadanie 1. Wykorzystaj funkcje tworzace aby policzy¢ na ile sposob6éw mozna wyciggnaé
70 kul z urny zawierajacej 30 kul czerwonych, 40 kul niebieskich i 50 kul biatych. Kule
tego samego koloru sa nierozréznialne. Kolejnos¢ wyciagania jest nieistotna.

Zadanie 2. Jaki jest wspotczynnik
(i) przy z° w (1 — 2z)7%

(i) przy z* w /1 + z;

(iii) przy 3 w (2 +2)%?/(1 — 2)?
Zadanie 3. Wyznacz funkcje tworzace nastepujacych ciagdéw. (Znajdz zwarta postaé tych
funkcji, to jest bez nieskonczonych sum.)

(i) 0,0,0,0,—6,6,—6,6,—6, . . .,
(i) 1,0,1,0,1,0,. ..,

(vi ,C,CLC
(Vll : mr—riL-l)7 (mﬂ—i— )’ (m;L-S)’ }7
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Zadanie 4 (+). Niech G(z) bedzie funkcja tworzaca ciagu {g,}n>0. Jaki ciag generuje
funkcja G(z) + G(—=z), a jaki funkcja G(z) — G(—=2)?

Zadanie 5. Niech a,, bedzie liczbg trojek (i, 7, k) liczb catkowitych takich, ze i > 0, j > 1,
k > 1 oraz i+ 3j + 3k = n. Znajdz funkcje tworzaca ciagu (ag, a1, . ..) 1 wyznacz wzor na
Q-

Zadanie 6. Ustal liczbe naturalng r > 2 i niech a, bedzie liczba r-tupli (iq,...,1,)
nieujemnych liczb catkowitych takich, ze iy +--- 412, = n.

(i) Wyznacz funkcje tworzaca ciagu (ag, ag, . . .).

(ii) Przy pomocy tej funkcji wyznacz wzoér na a,

Zadanie 7. Niech a(z) bedzie funkcja tworzaca ciagu (ag, aq, . ..). Wyttumacz dlaczego
a(z) - 7= jest tworzaca (ag, ap+ay, ag+ a1 +as, . . .). Korzystajac z tej obserwacji wyznacz
wzOr zwarty na:

(i) Xhot K

(i) 5oy k%
(iii) Zﬁzo(—l)k(’;), dla dowolnych naturalnych m, n.

Zadanie 8. Wyznacz wzér zwarty na a,, jesli

(i) ap =2, a1 = 3, apso = 3a, — 2a,41,
(ii) ap =0, a1 =1, apio = 4a,1 — 4ay,
(lll) ag — 1, Apt1 = 2CLn + 3.

Zadanie 9. Rozwiaz réwnania rekurencyjne:

(i) ag =4, a1 = 4, ania = any1 + 6ay,

(i) ap =2, a1 =2, apyo = 2ap41 — G,

<Hl> ag = 07 ar = 1, Qp42 = Qp41 + an, + 17

(1V> ap = 07 a1 = ]-7 ap42 = 2a/n+1 — Qn,

(V) ap = Oa a1 =1, Gpy2 = Qny1 — Gp,

(Vi) ag =1, a1 =5, ag = 11, api3 = 3anio + 20,11 — 20y,
(vii) ap =1, a1 =1, apio = apy1 + 2a, + (—=1)™.
(viii) ag =1, a1 = 1, apyo = apy1 + 6a, — n.

(ix) ap =1, a1 = 1, any1 = 2a, + 4™.

Zadanie 10. Korzystajac z funkcji tworzacych wyznacz liczbe ciggdéw dtugosci n nad
alfabetem {a, b, ¢, d} takich, ze a nigdy nie jest przy b.

Zadanie 11 (Mini-Tetris). Wykorzystaj funkcje tworzace aby okresli¢ asymptotyke (wzgle-
dem n) liczby sposob6éw na jakie mozemy wypehié prostokat n x 2 kawatkami typu:

Nalial
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Zadanie 12. Wykaz, ze

1
3 [(1 +V2)" + (1 — \/5)”] ,
jest liczbg catkowita dla kazdego n > 1.

Zadanie 13. Wykaz, ze liczba

(6 + \/3_7>999

ma co najmniej 999 zer na poczatku zapisu dziesietnego czesci utamkowe;j.
Zadanie 14. Wykaz, ze dla dowolnego n > 1 liczba
(V2-1)"

moze by¢ zapisana jako réznica pierwiastkéw (drugiego stopnia) dwu kolejnych liczb na-
turalnych.

Zadanie 15. Przedstaw w postaci zwartej splot liczb Fibonacciego, czyli

S FiFyge
k=0

Zadanie 16. Wyznacz zwarta postac funkeji tworzacej dla ciagu (Fap,)n>0, gdzie F; jest
i-ta liczba Fibonacciego.

Zadanie 17. Wyraz sumy

s () 2 ) ()

jako wspotezynniki przy z*" pewnego szeregu i znajdz wzoér zwarty na S,,.
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