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Twierdzenia ramseyowskie

Twierdzenie (Ramsey; 1930). Dla dowolnych p, k, ¢y, ..., ¢, € Ny, istnieje N € N takie,
ze dla kazdego kolorowania c : ([]1\)”) — [k] istnieje X C [N] oraz « € [k| takie, ze

X
| X|=1¢, oraz (p)gc_l(a).

Najmniejsza liczbe N spelniajaca powyzsze nazywamy RP) (k;ly,. .., ;).

Twierdzenie (Schur; 1916). Dla kazdego k € N; istnieje N € N o tej wlasnosci, ze dla
kazdego kolorowania c : [N] — [k] istnieja x,y, z € [N] takie, ze c¢(x) = ¢(y) = ¢(z) oraz
xr 4+ y = z. Najmniejsza liczbe N spelniajaca powyzsze nazywamy S(k).

Twierdzenie (Erdds-Szekeres; 1935). Dla kazdego n € N istnieje N € N takie, ze dla
dowolnych N punktéw na plaszczyznie pewne n sposrod nich tworzy wielokat wypukty.
Najmniejsza liczbe N spelniajaca powyzsze nazywamy ES(n).

Twierdzenie. Dla dowolnych k,¢ € Ny, zbiér punktéow na ptlaszczyznie bez k-kubka i
(-czapki ma rozmiar co najwyzej

(k) = (k Zf; 4).

Twierdzenie (Hales-Jewett; 1963). Dla dowolnych m,k € Ny, istnieje N € N o tej
wlasnosci, ze dla kazdego kolorowania C : [m|™ — [k] istnieje monochromatyczna kombi-
natoryczna linia. Najmniejsza liczbe N spelniajaca powyzsze nazywamy HJ(m, k).

Twierdzenie (van der Waerden; 1927). Dla dowolnych m,k € Ny, istnieje N € N o
tej wlasnodci, ze dla kazdego kolorowania C' : [N] — [k] istnieje monochromatyczny
arytmetyczny ciag dtugosci m zawarty w [IV].

Drzewo binarne to drzewo w ktérym stopiert kazdego wierzchotka jest < 3. Ukorzenione
drzewo binarne to drzewo binarne, w ktérym wyrézniono jeden z wierzchotkow, zwany
korzeniem stopnia co najwyzej 2. Dodatkowo dla kazdego wierzchotka rozrézniamy jego
sasiadow tak, ze jedyny sasiad na $ciezce do korzenia to rodzic (korzen nie ma rodzica);
pozostali sasiedzi sa opcjonalni i sg to: lewe dziecko i prawe dziecko. Zauwaz, ze wierzchotki
ukorzenionego drzewa binarnego sa w oczywistej bijekcji ze zbiorem ciggéw binarnych
domknietym na relacje prefiksu (korzen wtedy odpowiada ciagowi pustemu).

Kompletne drzewo binarne rzedu n, ktore oznaczamy 7, to drzewo odpowiadajace wszyst-
kim ciggom binarnym dtugosci co najwyzej n. Zatem Ty to pojedynczy wierzchotek, a T}
ma trzy wierzchotki.

Moéwimy, ze z < y w drzewie binarnym 7' jesli x jest na $ciezce z y do korzenia T

Dla drzew binarnych R,S,T moéwimy, ze R jest kopig S w T jesli V(R) C V(T) oraz
istnieje funkcja f : S — R taka, ze
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(i) f jest izomorfizmem, a zatem jest bijekcja i x < y w S wtedy i tylko wtedy gdy

f@) < fly) w T
(ii) dla dowolnych x,y € S takich, ze z < y w S zachodzi: y jest w lewym poddrzewie
r w S wtedy i tylko wtedy, gdy f(y) jest w lewym poddrzewie f(z) w T

ZADANIA

Zadanie 1. Wykaz, ze dla kazdego kolorowania plaszczyzny k € N; kolorami oraz dla
kazdej liczby n € Ny istnieje n lini poziomych oraz n linii pionowych o tej wlasnosci, ze
zbior punktow lezacych na przecieciu tych linii jest monochromatyczny.

Zadanie 2. Wykaz, ze dla kazdego n € N; istnieje N € N takie, ze kazde N punktow
na plaszczyznie zawiera n punktéw w pozycji ogolnej lub n punktéow lezacych na jednej
prostej.

Zadanie 3. Niech n € N;. Wykaz, ze dowolny zbiér N > R®)(n,n) punktéw na plasz-
czyznie (pozycja ogdlna) zawiera n punktéw w pozycji wypukle;j.

Uwaga: Bedzie to jeszcze jeden dowdd twierdzenia Erddsa-Szekeresa.
Zadanie 4. Wykaz, ze 2 < R®(k;3,3,...,3) < 3k! dla kazdego k € N,.

Zadanie 5. Wykaz, ze dla dowolnych n, k € N istnieje N € N takie, ze dla kazdego
k-kolorowania wierzchotkéw Ty istnieje monochromatyczna kopia drzewa T, w Ty .

Zadanie 6. Wykaz, ze dla dowolnego k£ € Nj istnieje N € N takie, ze dla kazdego
kolorowania ¢ : 2INl — [K] istnieja dwa niepuste, roztaczne zbiory X,Y C [N] takie, ze

zbiory X, Y oraz X UY maja ten sam kolor.

Zadanie 7 (wzmocnienie twierdzenia Schura). Wykaz, ze dla dowolnego k € Ny, istnieje
N € N takie, ze dla kazdego kolorowania c : [N] — [k] istnieja x,y, z € [N] takie, ze

clx)=cly) =c(z) oraz z#y oraz z+y==z.

Zadanie 8. Dla t € N3 niech L(t) bedzie réwnaniem x; + --- + ;1 = x;. Wykaz, ze
dla dowolnego k£ € Nj i dla dowolnego t € N3 istnieje N € N takie, ze dla dowolnego
kolorowania ¢ : [N] — [k] istnieje monochromatyczne rozwiazanie L(t).

Zadanie 9. Wykaz, ze dla dowolnego k € Ny, istnieje NV € N takie, ze dla dowolnej liczby
pierwszej p takiej, ze p > N réwnanie

¥ mod p

ot =2
ma nietrywialne rozwigzanie w liczbach catkowitych, czyli takie, ze p nie dzieli x -y - 2.

Uwaga: Czyli Wielkie twierdzenie Fermata nie byloby prawdziwe gdyby rownosé obtozy¢
kongruencja.
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Zadanie 10. Wykaz, ze S(k) = Q(3F).

Zadanie 11. Wykaz, ze {1,..., %(3" + 1)} zawiera podzbiér mocy 2" bez ciagu arytme-
tycznego dtugosci 3.

Zadanie 12. Wykaz, ze dla kazdego k, ¢ € Ny

k40 —4
( o ) < f(k,0).

Zadanie 13. Wykaz, ze dla kazdego n € N

ES(n) < f(n—1,n)+1= (277:__25> +2.

Wskazowka: Rozwaz zbior X wielkosci f(k,¢) i jego najwyzszy punkt. Wykaz, ze ten
punkt tworzy zbior wypukly wielkosci k& + 1 z k-kubkiem w X lub istnieje ¢-czapka w X.

Dla zbioru X punktéw na ptaszczyznie przez convex(X) rozumiemy zbiér punktoéw na
plaszczyznie zamknietych w otoczce wypuklej X.

Zadanie 14. Niech X bedzie zbiorem punktéow na ptaszczyznie. Podzbior Y C X jest
k-dziurg jesli |Y| = k, Y jest wypukly i convex(Y) N X =Y. Wykaz, ze wystarczajaco
duze zbiory punktéw na plaszczyznie maja 5-dziure.

Zadanie 15. Udowodnij, ze dla kazdego skonczonego zbioru S C N i dla kazdego k-
kolorowania N istnieje a € N i X\ € Ny takie, ze zbior a + \S = {a + As | s € S} jest
monochromatyczny.

Zadanie 16. Niech m, k € Ny. Udowodnij, ze istnieje M wystarczajaco duze takie, ze

zbior
S = {ZaiMi IneN,aq € {0,1,...,m—1}}
i=0
nie ma ciggu dlugosci m + 1, ale dla kazdego k-kolorowania zbioru S istnieje monochor-
matyczny ciag arytmetyczny dtugosci m.

Ciekawostka. Dwuosobowa gra (n, k)-van der Waerdena dla n, k € Ny to: Gra pomiedzy
graczem A i graczem B, ktorzy naprzemiennie wybieraja liczby ze zbioru {1, ..., n}. Gracz
A rozpoczyna. Gracze nie moga wziaé wezesniej wzietej liczby. Wygrywa pierwsza osoba,
ktora wérod swoich liczb posiada cigg arytmetyczny dlugosci k.

Wykaz, ze dla dowolnego k € N istnieje N € N takie, ze gracz A ma strategie wygrywa-
jaca w (N, k)-grze.
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Zadanie bonusowe do spisania

Problem 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych n, k£ € Ny istnieje liczba naturalna
N € N taka, ze dla dowolnego k-kolorowania liczb ze zbioru {1,..., N} istnieja liczby
a € Ny oraz r € Ny takie, ze

a, a+r, a+2r,..., a+ (m—1)roraz r

maja ten sam kolor.

Problem 2. Wykaz, ze dla dowolnych n,k € N; istnieje N € N takie, ze dla kazdego
k-kolorowania kopii 77 w T istnieje kopia R drzewa T, w Ty taka, ze kazda kopia T} w
R ma ten sam kolor.

Kazdy problem jest warty 0,5 punktu. Przypominamy, ze rozwiazania spisane na kom-
puterze nalezy wysytac¢ na adres podany na stronie internetowej kursu. Termin: niedziela
12 maja 23:59.
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