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Wstep do teorii grafow

Maksymalny stopien grafu G oznaczamy A(G), minimalny stopieri w grafie G oznaczamy
0(G) i Sredni stopien w grafie G oznaczamy d(G).

Graf jest regularny jesli kazdy wierzchotek w tym grafie ma ten sam stopieri.
Dtugosé sciezki w grafie to liczba jej krawedzi.

Cykl C grafu G jest cyklem Hamiltona jezeli C' przechodzi doktadnie jeden raz przez
kazdy wierzchotek grafu G.

Zamkniety spacer C' grafu G jest cyklem Eulera jezeli C' przechodzi doktadnie jeden raz
przez kazda krawedz grafu G.

W drzewie, wierzchotki stopnia 1 nazywamy [iséms, natomiast wszystkie pozostate to
wierzchotki wewnetrzne.

ZADANIA

Zadanie 1. Udowodnij, ze kazde drzewo niezawierajace wierzchotkéw stopnia 2 ma wiecej
lisci niz wierzchotkow wewnetrznych.

Zadanie 2. Zalozmy, ze T jest drzewem oraz ¢ : V(T') — V(T') jest funkcja spelniajaca
warunek:

jezeli x,y € E(T) to ¢(x) = ¢(y) lub ¢(x), p(y) € E(T).

Wykaz, ze istnieje wierzchotek v € V(T') taki, ze ¢(v) = v lub istnieje krawedz x,y € F
taka, ze ¢(x,y) = x,y.

Zadanie 3. Niech T bedzie drzewem i niech T bedzie dowolnym podzbiorem poddrzew
drzewa T'. Pokaz, ze

(i) jesli kazde dwa drzewa w 7 maja niepuste przeciecie (wierzchotkowo) to istnieje
wierzchotek nalezacy do wszystkich drzew w T

(ii) dla dowolnego k € Ny zachodzi: T zawiera k roztacznych wierzchotkowo drzew albo
istnieje zbiér co najwyzej k — 1 wierzchotkéw drzewa T' przecinajacy niepusto kazde
drzewo w T.

Zadanie 4. Niech n € Nj i niech Ay,..., A, beda parami r6Zznymi podzbiorami [n].
Udowodnij, ze istnieje = € [n] takie, ze A;\{z},..., A,\{z} sa parami rozne.

Zadanie 5. Sciezka w grafie jest najdtuzsza jesli nie istnieje dtuzsza éciezka. Czy prawda
jest, ze:

(i) dowolne dwie najdtuzsze Sciezki w grafie spojnym G maja niepuste przeciecie,
(i) przeciecie wszystkich najdtuzszych sciezek w drzewie T' jest niepuste?
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Zadanie 6. Niech n € N;. Rozwaz nastepujacy graf. Zbiorem wierzchotkéw sg wszystkie
pola szachownicy n X n, a dwa pola sa polaczone krawedzia, jesli z jednego na drugie
mozna wykona¢ jeden ruch konika szachowego. Dla jakich n,

(i) ten graf jest dwudzielny,
(ii) ten graf zawiera cykl Eulera?

Zadanie 7. Niech d € N i niech Gy bedzie grafem na zbiorze wierzchotkow {0, 1}%, gdzie
dwa ciagi sa potaczone krawedzia jesli réznig sie na doktadnie jednej pozycji. Dla grafu
G4 wyznacz:

(i) liczbe krawedzi,

(i) $rednice, (maksymalna dtugos¢ najkrotszej Sciezki pomiedzy dwoma wierzchotkami)
(iii) talie (najmniejszy rozmiar cyklu),
(iv) obwod (najwiekszy rozmiar cyklu).

Dla jakich d, G4 ma

(v) cykl Hamiltona,
(vi) cykl Eulera?

Zadanie 8. Niech k£ € N; i niech G bedzie grafem. Zatozmy, ze u,v € V(G) leza na
pewnym cyklu w G i istnieje miedzy nimi $ciezka dtugosci co najmniej £ w G. Udowodnij,
ze G ma cykl o dhugosci co najmniej vk.

Zadanie 9. Wykaz, ze kazdy spojny graf G zawiera Sciezke dtugosci co najmniej
min{26(G), |V (G)| — 1}.

Zadanie 10. Niech G bedzie grafem na n € Ny wierzchotkach niemajacym wierzchotka
stopnia n — 1. Zal6zmy, ze dla kazdych dwoch roznych u,v € V(G) istnieje doktadnie
jeden wspolny sasiad uiv w G.

(i) Udowodnij, ze dla wszystkich réznych i niesasiadujacych z,y € V(G), deg(z) =

deg(y).
(ii) Udowodnij, ze G jest regularny.

Zadanie 11. Niech G bedzie grafem o n € N3 wierzchotkach. Pokaz, ze jezeli deg(u) +
deg(v) = n dla dowolnych réznych i niesasiadujacych u,v € V(G), to G posiada cykl
Hamiltona.

Zadanie 12. Niech G bedzie grafem o n € N3 wierzchotkach i niech d; < --- < d,, bedzie
ciggiem stopni G. Wykaz, ze jesli dla kazdego (catkowitego) i takiego, ze 1 < i < n/2
mamy d; > 1+ 1, to G ma cykl Hamiltona.

Zadanie 13. Niech G bedzie grafem w ktorym kazdy wierzchotek ma nieparzysty stopien.
Wykaz, ze jesli G ma cykl Hamiltona, to G ma trzy rézne cykle Hamiltona.
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Wskazowka. Wykaz, ze jesli G jest grafem w ktorym kazdy wierzchotek ma nieparzysty
stopien, to kazda krawedz G lezy na parzystej liczbie cykli Hamiltona.

Wskazowka do wzkazowki. Niech e = xy bedzie krawedzia G. Podgraf H grafu G jest
(G, e)-lizakiem, jesli V(H) = V(G), e € E(H), oraz jeden z nastepujacych warunkow
zachodzi: (1) H jest cyklem; (2) degy(x) = 1, H ma dokladnie jeden wierzchotek stopnia
3, oraz wszystkie pozostate wierzchotki H maja stopienn dwa. Patrz Rysunek 1.

Jesli H jest (G, e)-lizakiem speliajacym (1), to ogonem H nazywamy unikalng krawedz
w H przylegta do x i r6zna od e. Jesli H jest (G, e)-lizakiem spetniajacym (2), to H ma
dwa ogony i sa to dwie krawedzie H lezace na cyklu w H i przylegte do wierzchotka o
stopniu 3 w H.

Rozwaz pomocniczy graf na (G, e)-lizakach, w ktorym dwa (G, e)-lizaki Hy, H, sasiaduja
jesli istnieja e; ogon H; i ey ogon Hy takie, ze Hy — ey = Hy — e5.
Wykaz, ze (G, e)-lizaki o nieparzystym stopniu w pomocniczym grafie to dokladnie te

(G, e)-lizaki, ktore sa cyklami.

Zadanie 14. Wykaz, ze kazdy graf H ma podgraf dwudzielny H taki, ze |E(H)| >
3 E(G)].
2

Zadanie 15. Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniu A i niech A = Ay + Ay +1.
Pokaz, ze V(G) mozna podzieli¢ na dwie czesci X; 1 X, takie, ze A(G[Xy]) < Ay i
A(G[X3]) < As.

Zadanie 16. Niech dla grafu G, ¢(G) = |E(G)|/|V(G)|. Wykaz, ze dla kazdy graf G ma
podgraf H taki, ze §(H) > e(H) > ¢(G).

Zadanie 17. Znajdz funkcje f taka, ze dla kazdego k£ € N; i dla kazdego grafu G, jesli
d(G) > f(k) to G zawiera podgraf dwudzielny H taki, ze 6(H) > k.

Rysunek 1: Czerwone krawedzie to ogony lizakéw.
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