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Skojarzenia, spojnosé¢ i przeplywy

Zbior M C FE jest skojarzeniem w grafie dwudzielnym G = (XY, E) jezeli zadne dwie
krawedzie z M nie maja wspo6lnego konica. Skojarzenie M C F jest doskonate jezeli kazdy
wierzchotek z X UY jest koricem jakiej$ krawedzi z M.

Graf G jest k-spajny jezeli |V (G)| > k oraz po usunieciu dowolnych k — 1 wierzchotkow
graf GG pozostaje spojny.

Graf G jest krawedziowo k-spojny jezeli po usunieciu dowolnych k& — 1 krawedzi graf G
pozostaje spojny.

Zbior krawedzi grafu G nazywamy st-przekrojem jezeli po usunieciu krawedzi z tego zbioru
wierzchotki s oraz t znajduja sie w dwoch réznych sktadowych spoéjnych. Minimalnym st-
przekrojem w grafie wazonym (krawedzie maja wagi dodatnie) nazywamy st-przekroj o
minimalnej sumie wag krawedzi tego przekroju.

Sieciq przeptywowq nazywamy piatke (V. E, s,t, ¢), gdzie:

x V' jest zbiorem wierzchotkow sieci,

x s,t € V sa dwoma wyszczegdlnionymi wierzchotkami sieci, zwanymi odpowiednio
Zrodtem oraz ujsciem,

x E C V xV jest zbiorem skierowanych krawedzi sieci; wszystkie krawedzie majace
koniec w s sa skierowane w kierunku ,,od s”, wszystkie krawedzie majace koniec w ¢
sa skierowane ,do t”,

x ¢: F — N jest funkcja przepustowosci.

Funkcje f : E — N nazywamy przeptywem w sieci (V, E, s,t,c) jezeli zachowane sa
warunki:

x f(x,y) < c(x,y) dla kazdej krawedzi (x,y) € E (warunek przepustowosci),
x dla kazdego wierzchotka v € V|, v # s, v # t zachodzi

Z flx,v) = Z f(v,y) (warunek zachowania przeplywu)

(zv)EE (v,y)EE

Warto$¢ funkcji przeptywu val(f) definiujemy jako 3° . \cp f(s, ). Przeplywem maksy-
malnym nazywamy przeplyw o maksymalnej wartosci.

Przekrojem w sieci przeptywowej (V) E, s,t, ¢) nazywamy dowolna pare (S, T) speliajaca
warunki SUT =V, SNT=0,se€ S, teT.

Dla ustalonego przekroju (S,T') w sieci (V, E, s,t, c) i funkcji przeptywu f, przez
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x ¢(S,T) oznaczamy przepustowosé przekroju (S,T'), ktora definiujemy
(8, T) = {c(x,y): (z,y) €E, w€ 8, yeT}
x f(S,T) oznaczamy przeptyw miedzy S i T, ktory definiujemy
F(S,T)=) {fley): (x,y) € B, xes yeT}-
d {fy,2): (yx)€E, €S, yeT}
Ciag (s = vg,v1, ..., v) nazywamy Sciezkq powiekszajgcq od s do vy, jezeli dla dowolnego

i=0,...,k—1 mamy, albo (v;,v;11) € E'i f(vi,v;01) < c(v;,v41) albo (vi11,v;) € E i
f(vi+1,vi> > 0.

ZADANIA

Zadanie 1. Niech k£ € N i niech G bedzie k-regularnym grafem dwudzielnym. Wykaz,
ze krawedzie G mozna podzieli¢ na k skojarzen doskonatych.

Zadanie 2. Niech k bedzie parzysta i dodatnia liczba naturalna. Niech G bedzie grafem
k-regularnym. Wykaz, ze istnieje H C G taki, ze V(H) = V(G) i H jest suma roztacznych
cykli.

Zadanie 3. Krawedz e = ab w grafie G jest mostem, jesli a i b sa w réznych spoéjnych
sktadowych G — e. Niech G bedzie grafem 3-regularnym bez mostow. Wykaz, ze G ma
skojarzenie doskonate.

Zadanie 4. Rozwaz nastepujacy ,oczywisty” algorytm konstruujacy stabilne skojarzenie
w grafie dwudzielnym. Rozpocznij od dowolnego skojarzenia. Jesli aktualne skojarzenie
nie jest maksymalne, to dodaj niekolidujaca krawedz. Jesli aktualne skojarzenie jest mak-
symalne ale nie jest stabilne, to dodaj krawedz tworzaca niestabilnos¢ i usun wszystkie
przylegte do niej krawedzie w skojarzeniu. Wykaz, ze ten algorytm nie musi sie zatrzymac.

Zadanie 5. Niech GG bedzie grafem i k € Ny. Wykaz, ze G zawiera skojarzenie licznosci k
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego S C V(G) zachodzi odd(G — S) < |S|+|V(G)|— 2k.

Zadanie 6. Wykaz, ze jesli G ma dwa roztaczne krawedziowo drzewa rozpinajace, to G
zawiera spojny podgraf rozpinajacy, ktorego wszystkie wierzchotki maja parzysty stopien.

Zadanie 7. Zalozmy, ze (S, T1) oraz (S2,T») sa dwoma przekrojami o minimalnej prze-
pustowosci w sieci (V, E| s, t,c). Czy

* (Sl USsy, V \ (Sl U 52))7
* (S1 NS, V\ (S1NS5))

sa przekrojami o minimalnej przepustowosci?
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Zadanie 8. Podaj przyktad sieci przeptywowej dla ktorej algorytm Forda-Fulkersona
wyznaczania maksymalnego przeptywu moze dziala¢ w czasie, ktory nie jest zalezny od
rozmiaru sieci (a zalezy od funkeji przepustowosci). Opisz ktore $ciezki powiekszajace sa
wybierane w kolejnych iteracjach algorytmu.

Zadanie 9. Udowodnij, ze

(i) G jest k-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami
z,y € V(G) istnieje k wierzchotkowo roztacznych $ciezek z = do y,

(ii) G jest krawedziowo k-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy pomiedzy dowolnym dwoma
wierzchotkami x,y € V(G) istnieje k krawedziowo roztacznych $ciezek z = do y.

Zadanie 10. Niech G bedzie grafem. Wykaz, ze G jest 2-spéjny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych trzech réznych wierzchotkéw z, y, z w G istnieje Sciezka z x do z
przechodzaca przez y w G

Zadanie 11. Wykaz, ze dla kazdego grafu wazonego G istnieje drzewo T z wagami na
krawedziach takie, ze V(T) = V(G) oraz: dla kazdych dwoch wierzchotkow u,v w G,
minimalny uv-przekrdj jest rowny minimalnej wadze krawedzi lezacej na $ciezce od u do
v w drzewie T

Zadanie 12. Niech (P, <) bedzie skoriczonym zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Podaj
algorytm konstrukcji pokrycia taricuchowego P o minimalnym rozmiarze poprzez redukcje
tego problemu do problemu znajdowania najwickszego skojarzenia w grafie dwudzielnym.

Zadanie 13. Niech A bedzie rodzing podzbioréw zbioru U i niech r4 dla kazdego A € A
bedzie elementem ze zbioru A. Powiemy, ze zbior {r, : A € A} reprezentuje zbiory z
A jezeli dla dowolnych dwoch B,C' € A mamy rg # r¢ jezeli B # C'. Podaj warunek
konieczny i wystarczajacy na to, by rodzina A miata zbiér reprezentantow.

Zadanie 14. Mamy n czekolad. Kazda tabliczka czekolady sktada sie z t wierszy. Kazda
czekolada ma napis s € {a, b}*, co oznacza, ze kazde okienko w j-tej kolumnie zawiera j-ta
litere stowa s. Podziatem czekolady nazywamy jej podzial na dwie czesci, lewa i prawa,
ktory spelnia warunek: jezeli okienko (i, ) z i-tego wiersza i j-tej kolumny jest w czesci
lewej, to rowniez okienka (i, k) dla k < j naleza do czesci lewej. Czesé lewa jest spojna,
gdyz zaktadamy ze czekolada zawiera lewy oraz prawy brzeg, ktory zawsze nalezy do czesci
lewej badz prawej odpowiednio (czes$¢ lewa badz prawa moze by¢ pusta, tzn. zawieraé tylko
brzeg). Majac na wejsciu n czekolad: ky z napisem sy, ..., k, z napisem s, podaj algorytm
testujacy, czy da si¢ podzieli¢ kazda z tych czekolad na czesé lewa i cze$¢ prawa, tak by
doktadnie jedna czesé lewa pasowala do doktadnie jednej czesci prawej (pochodzacej z
podziatu tej samej czekolady). Uwaga: powiemy, ze cze$¢ lewa pasuje do czesci prawej
jezeli mozemy sklei¢ czes¢ lewa z czedcig prawa i w wyniku powstanie czekolada bez dziur,
ktora w kazdej kolumnie ma te sama litere (moze tworzy¢ napis inny niz s; dla kazdego
i=1,...,p).

Zadanie 15. Macierz M rozmiaru n X n nazywamy kwadratem tlacinskim jezeli kazdy
wiersz i kazda kolumna macierzy zawiera pewna permutacje liczb ze zbioru {1,...,n}.
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Niech ny,no beda dwiema liczbami naturalnymi mniejszymi badz réwnymi n. Niech M
bedzie macierza o rozmiarze ny X ng, ktorej wszystkie pola M[i][j] dla 1 < i < ny oraz
1 < j < ny sa wypelnione pewnymi liczbami ze zbioru {1,...,n} w taki sposéb, ze
wszystkie czesciowo wypetnione wiersze i kolumny zawieraja rézne liczby. Znajdz warunek
konieczny i wystarczajacy na to, aby:

(i) macierz M byta rozszerzalna do kwadratu ltaciniskiego n x n przy zalozeniu ze ny < n
oraz ng = n,

(ii) macierz M byla rozszerzalna do kwadratu taciniskiego n x n przy zatozeniu ze ny < n
oraz ng < n.
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Zadanie bonusowe do spisania

Problem 1. Niech G bedzie grafem, niech S,7° C V(G) i niech {Si,..., Sk} bedzie
podziatem zbioru S na podzbiory ktore sa spojne w GG. Zalé6zmy ponadto, ze istnieja takie
roztaczne Sciezki Py, ..., Py, ze P; jest S;—1T Sciezka (ale by¢ moze zawiera wiecej niz jeden
wierzchotek z S). Niech R bedzie zbiorem zawierajacym dokladnie jeden wierzcholek z
kazdego S;. Wykazaé, ze istnieje |k/2| roztacznych R-T' $ciezek w G.

Kazdy problem jest warty 0,5 punktu. Przypominamy, ze rozwiazania spisane na kom-
puterze nalezy wysta¢ na adres podany na stronie internetowej kursu. Termin: niedziela
26 maja 23:59.
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