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Kolorowanie graféw

Dla grafu G, przez G oznaczamy dopekienie G.

Liczba chromatyczna grafu G, oznaczana przez x(G), to najmniejsza liczba k taka, ze
istnieje poprawne kolorowanie wierzchotkéow grafu G uzywajace k kolorow.

Liczba kolorujgca grafu G, oznaczana przez col(G), to najmniejsza liczba k taka, ze istnieje
uporzadkowanie wierzchotkow vy, ..., v, grafu G w ktorym dla kazdego ¢ wierzchotek v;
ma mniej niz k sasiadéw na lewo.

Listowa liczba chromatyczna grafu G, oznaczana przez ch(G), to najmniejsza liczba k taka,
ze dla kazdego przypisania S : V(G) — 2% takiego, ze |S(V)| < k dla kazdego v € V(G)
istnieje wlasciwie kolorowanie ¢ grafu G takie, ze ¢(v) € S(v) dla kazdego v € V(G).

Graf G jest grafem zewnetrznie planarnym jezeli G ma zanurzenie planarne, w ktorym
wszystkie wierzchotki sa przylegte do $ciany zewnetrzne;j.

Graf G jest grafem permutacji jezeli G jest grafem przecie¢ odcinkow rozpietych na dwoch
roznych prostych rownolegtych (tzn. zawartych pomiedzy tymi prostymi i majacymi z nimi
niepuste przeciecie).

Graf G = (V, E) jest grafem niepordwnywalnosci jezeli istnieje czesciowy porzadek P =
(V, <) spelniajacy dla kazdych u,v € V warunek:

uv € /' <= wu,v sa nieporébwnywalne w P.

Niech G bedzie grafem i o bedzie liniowym porzadkiem na V' (G). Rozwaz algorytm FIRST-
F1T kolorowania wierzchotkéow grafu kolorami z N. Dla wejscia (G, o) FIRST-FIT koloruje
wierzchotki G w kolejnosci o w taki sposéb, ze wierzchotek v otrzymuje najmniejszy kolor,
ktory nie jest juz uzyty na ktéryms z jego juz pokolorowanych sgsiadow w G.

Sredni stopieri w grafie G definiujemy jako ad(G) = 2|E(G)|/|V(G)|. Maksymalny $redni
stopieri w grafie G definiujemy jako mad(G) = max{ad(H) | H C G}.

Niech G bedzie grafem. Jesli uv € E(G) to G ze skontraktowang krawedzig uv nazywamy
graf G/uv taki, ze V(G /uv) = V(G) — {u,v} U{w} i E(G/uv) = E(G) — {uz | ux €
E(G)} —A{vz | vz € E(G)} U{wz |ux € E(G) lub vz € E(G)}.

ZADANIA

Zadanie 1. Rozpatrzmy graf Q); w ktorym wierzchotkami sa wszystkie podzbiory (k—1)-
elementowe zbioru (2k — 1)-elementowego, zas pomiedzy dwoma zbiorami istnieje kra-
wedz wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentujace je zbiory maja puste przeciecie. Wykaz, ze
X(Qr) = 3 dla kazdego k > 2.
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Zadanie 2. Warstwowanie grafu G to ciag (Lo, L1, ...) podzbiorow V(G) taki, ze (1)
V(G) = Ujen Lis (2) Lin L; = O dla dowolnych 7 # j oraz (3) dla kazdej krawedzi
wv € E(G) istnieje i € N takie, ze u,v € L; U L;y1. Dla przykladu, jesli G jest spojnym
grafem, v € V(G) i L; = {u € V(G) | distg(u,v) = i} dlai € N, to (Lg, Ly, ...) jest

warstwowaniem G.

Niech G bedzie grafem i (Ly, L1, . . .) bedzie warstwowaniem G. Wykaz, ze jesli x(G[L;]) <
k dla kazdego i € N, to x(G) < 2k.

Zadanie 3. Wykaz, ze dla kazdego grafu G mamy

X(G) +x(G) < |V(G)| + 1.
Zadanie 4. Dla n,k € Ny z n > k wogdlniony graf przesunieciowy G, to graf o wierz-
chotkach V (G, ) = ([Z]). Dwie k-tki {z1 < --- < xx}, {y1 < -+ < yx} sa polaczone

krawedzia w G, jesli x2 = y1,..., Tk = Yp—1 lub yo = 21, ...,y = x—1. Wykaz, ze dla
dowolnego k € Ny, rodzina grafow {G), x }n>r ma nieograniczona liczbe chromatyczna.

Zadanie 5. Niech n,k € Ny zn > k.

(i) Jakiej dtugosci jest najmniejszy cykl w uogdlnionym grafie przesunieciowym G, 1.7
(i) Jakiej dlugosci jest najmniejszy cykl nieparzysty w uogdlnionym grafie przesunie-
ciowym G, ?

Zadanie 6. Udowodnij, ze dla kazdego grafu G mamy
col(G) — 1 < mad(G) < 2(col(G) —1).

Zadanie 7. Wykaz, ze nastepujace zdania sg rownowazne: dla dowolnego grafu G

(i) x(G) <Fk;
(ii) G ma orientacje krawedzi bez $ciezki skierowanej dtugosci k (dtugosé sciezki to liczba
jej krawedzi).

Zadanie 8. Wykaz, ze graf G ma orientacje krawedzi taka, ze kazdy wierzcholek ma co
najwyzej d krawedzi wychodzacych wtedy i tylko wtedy, gdy mad(G) < 2d.

Wskazowka: Aby znalez¢ wymagang orientacje, warto rozwazy¢ graf dwudzielny, ktorego
jedna czesé to E(G), a druga to d kopii V(G).

Zadanie 9.

(i) Wykaz, dla kazdego grafu G istnieje uporzadkowanie wierzchotkow dla ktorego ko-
lorowanie FIRST-FIT uzywa x(G) kolorow.
(ii) Wykaz, ze dla kazdego n € N istnieje graf dwudzielny i uporzadkowanie jego wierz-
chotkow takie, ze algorytm FIRST-FIT uzywa n koloréw.
(iii) Wykaz, ze dla kazdego n € Ny istnieje las i uporzadkowanie jego wierzchotkow takie,
ze algorytm FIRST-FIT uzywa n koloréow.
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Zadanie 10. Wykaz, ze istnieje funkcja f taka, ze dla dowolnego grafu przedziatowego
G i dowolnego uporzadkowania jego wierzchotkéow algorytm kolorujacy FIRST-FIT uzywa
co najwyzej f(w(G)) kolorow na G.

Jak bardzo potrafisz ograniczy¢ asymptotyke f7 Sprobuj wskaza¢ f(w) wielomianowe
wzgledem w. (Istnieje do$é prosty argument dla f(w) = O(w?).)

Zadanie 11. Wykaz, ze dopelnienie grafu permutacji tez jest grafem permutacji.
Zadanie 12. Wykaz, ze x(G) = w(G) dla kazdego grafu permutacji G.

Zadanie 13. Udowodnij, ze graf jest kografem wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego
podgraf indukowany H ma nastepujaca wtasnosé: kazda maksymalna klika w H przecina
kazdy maksymalny zbiér niezalezny w H.

Zadanie 14. Rozwaz rodzine grafow {G,}.cn, zdefiniowana jak nastepuje. Niech Gy
bedzie jednowierzchotkowym grafem. Niech G,, | bedzie grafem otrzymanym z G,, poprzez
dodanie dla kazdego wierzchotka v € V(G,,) kopii tego wierzchotka v’ oraz dodanie jednego
ekstra wierzchotka r. Zatem |V (G,41)| = 2 - |V(G,)| + 1. Dla dowolnych wierzchotkow
z,y € V(Gpy1) mamy zy € E(Gpqq) jesli (1) z,y € V(Gy) i 2y € E(G,) lub (2)
r € V(G,), y = v dla pewnego v € V(G,) i zv € E(G,) lub (3) x = riy =1 dla
pewnego v € V(G,,). Patrz Rysunek 1.

Wykaz, ze dla kazdego n € Ny mamy w(G,,) < 21 x(G,) = n.

Rysunek 1:

Zadanie 15. Wykaz, ze klasa graféow przecie¢ kot na plaszczyznie jest y-ograniczona.

Zadanie 16. Rozwazmy grafy, ktérych wierzchotki sa reprezentowane przez wyréwnane
do osi prostokaty na ptaszczyznie, a krawedzie przez relacje bycia roztacznym. Udowodnij,
ze dla takich grafow mamy x(G) < O(w(G) log(w(Q)).
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Zadanie 17. Niech t € Ny. Definiujemy t-przedziat jako podzbiér R, ktéry jest suma co
najwyzej t przedzialow. Niech G bedzie grafem przecie¢ pewnej rodziny t-przedziatow.
Wykaz, ze x(G) < 2t(w(G) — 1).

Zadanie 18. Udowodnij, ze w kazdym n-wierzchotkowym grafie istnieje indukowana Sciez-
ka P taka, ze kazdy komponent G — N[V (P)] ma rozmiar co najwyzej 3.

Wskazowka: Przypomnij sobie dowdd twierdzenia Gyarfasa o y-ograniczonosci grafow Py-
wolnych.

Zadanie 19. Wykaz, ze grafy dwudzielne maja dowolnie duza listowa liczbe chromatycz-
na.

Zadanie 20. Wykaz, ze krawedzie kazdego grafu planarnego mozemy pokolorowaé trzema
kolorami tak, ze krawedzie kazdego koloru nie zamykaja cyklu.

Zadanie 21. Przypomnij sobie, ze maksymalny graf planarny to taki, ktérego kazdy jego
planarny rysunek jest triangulacja. Takie grafy w skrocie nazywamy triangulacjami. Niech
n € Ny i niech G bedzie n-wierzchotkowsa triangulacja.

(i) Wykaz, ze jesli e jest krawedzia w G taka, ze kazdy trojkat zawierajacy e jest $ciana,
to G/e jest triangulacja.
(ii) Wykaz, ze G zawiera co najmniej n krawedzi e takich, ze kazdy trojkat zawierajacy
e jest Sciana.
(iii) Wykaz, ze G jest grafem 3-spéjnym.

Zadanie 22. Niech G bedzie grafem planarnym, ktorego najkrotszy indukowany cykl ma
dhugos¢ g dla pewnego g € N3. Udowodnij, ze

mad(G) < 29,
g—2
Zadanie 23. Piltka nozna jest oklejona skérzanymi tatami w ksztaltcie szesciokatow lub
pieciokatow. Laty sa pozszywane ze soba w ten sposob, ze zbior wierzchotkéw bedacych
naroznikiem co najmniej jednego wielokata wraz z krawedziami wszystkich szwow tworzy
graf kubiczny (t.j. 3-regularny). Patrz rysunek 2. Ile pieciokatnych tat ma taka pitka?

Zadanie 24. Wykaz, ze nastepujaca definicja bycia minorem jest rownowazna tej podane;j
na wyktadzie. H jest minorem G, jesli mozna uzyska¢ graf izomorficzny do H z G poprzez
operacje: usuniecia krawedzi, usuniecia wierzchotka i kontrakcje krawedzi.

Zadanie 25. Niech n € N;. Krata rzedu n to graf, oznaczany H,,, ktérego wierzchotkami
sa elementy [n] x [n] i dwa wierzchotki (a,b) i (¢, d) sa potaczone krawedzia w 8, jesli
a=cilb—d|=1lubb=dila—c|=1. Wzbogacona krata rzedu n to graf, oznaczany X,
ktory jest nadgrafem H, z dodanymi krawedziami postaci (a,b)(c,d), gdzie |a —c| =1 i
|b — d| = 1. Patrz rysunek 3.

(i) Wykaz, ze dla kazdego grafu planarnego G istnieje n € Ny takie, ze G jest minorem
H,.
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Rysunek 2:

Rysunek 3:

(ii) Wykaz, ze dla kazdego grafu G istnieje n € N takie, ze G jest minorem X,,.

Zadanie 26. Udowodnij, ze graf jest zewnetrznie planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie
ma K4 1 Ky 3 jako minoru.
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Zadania bonusowe do spisania

Problem 1. Wykaz, ze dla kazdego drzewa T istnieje stata cp taka, ze FIRST-FIT wyko-
rzystuje co najwyzej cr koloréw na lasach niezawierajacych T' jako podgrafu indukowa-
nego.

Problem 2. Niech ¢t € N;. Rozwaz rodzine réwnolegtych i roztacznych linii: ¢4, ... 4.
Definujemy t*-przedziat jako zbior bedacy suma t przedziatow, po jednym z kazdej linii ¢;
dla i € [t]. Wykaz, ze istnieje f(t) takie, ze dla kazdej rodziny parami przecinajacych sie
t*-przedziatow F istnieje podbior X co najwyzej f(t) punktéw na liniach 4, ..., ¢ taki,
ze FN X # () dla kazdego F € F.

Kazdy problem jest warty 0,375 punktu. Przypominamy, ze rozwiazania spisane na kom-
puterze nalezy wysytaé¢ na adres podany na stronie internetowej kursu. Termin: niedziela
9 czerwca 23:59.
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