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Zadanie 1 (3 pkt). Niech k,n € Noraz 1 < k < n < 2k. Niech F bedzie rodzing
k-elementowych podzbiorow [n], taka ze Fy U Fy C [n] dla dowolnych Fi, Fy € F. Wykaz,

ze | F| < <";1) oraz dla wszystkich k,n € N takich ze 1 < k < n < 2k wskaz rodzine F,,

spelniajaca zatozenia taka, ze |F, x| = (”;1)

Zadanie 2 (3 pkt). Wykaz, ze dla kazdego k € Ny istnieje N € N; takie, ze dla kazdego
kolorowania ¢ : [N] — [k] istnieja x1, xq, x5, 24 € [N] takie, ze c(xy) = c(x2) = c(x3) =
c(x4) oraz

T+ T2 + x3 = 224.

Zadanie 3 (3 pkt). Wykaz, ze dla dowolnych m, k € Nj istnieje N € N takie, ze dla
kazdego A C N i dla kazdego kolorowania ¢ : A — [k], jesli A zawiera ciag arytmetyczny
dhugosci N, to A zawiera monochromatyczny cigg arytmetyczny dtugosci m.

Zadanie 4. Niech k£ € Ny. Graf G jest k-spijny jesli |V(G)| > k oraz dla dowolnego
V CV(G), gdzie |V| < k—1, graf G —V jest spojny. Graf G jest krawedziowo k-spdjny
jesli |[V(G)| > 1 oraz dla dowolnego E C E(G), gdzie |E| < k—1, graf G — E jest spdjny.
(i) (1 pkt) Czy graf spdjny majacy wiecej niz jeden wierzchotek w ktérym kazdy wierz-
chotek ma parzysty stopien jest krawedziowo 2-spojny? Odpowiedz uzasadnij.
(ii) (2 pkt) Niech G bedzie k-spojnym grafem i niech G’ bedzie uzyskany z G poprzez
dodanie nowego wierzchotka sasiadujacego z co najmniej k wierzchotkami G. Czy G’
jest zawsze k-spojny? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 5 (4 pkt). Niech n € Nj i niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem. Wykaz, ze
jesli kazdy wierzchotek w grafie ma stopien co najmniej (n+ 1)/2, to dla kazdej krawedzi
e w G istnieje cykl Hamiltona w G zawierajacy e.

Zadanie 6 (3 pkt). Klasyczna talia kart sktada si¢ z 52 kart. Kazda karta ma jeden z czte-
rech koloréw: pik, kier, karo i trefl oraz jedna z wartosci: A,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K.
Podzielono talie kart na 13 stoséw po 4 karty. Udowodnij, ze niezaleznie od podziatu,
da sie wybra¢ z kazdego stosu po jednej karcie (otrzymujac 13 kart) tak aby wartosci
otrzymanych kart byty parami rézne (czyli innymi stowy aby otrzymaé po jednej karcie
w kazdej wartosci).

Zadanie 7 (4 pkt). Dla grafu G i w € V(G) oznaczamy Ng(w) = {z € V(G) | wx €
E(G)} i Ng[w| = Ng(w) U {w}. Udowodnij, ze graf G jest kografem wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdego podgrafu indukowanego H grafu G, ktory zawiera co najmniej dwa
wierzcholtki istnieja dwa rézne wierzchotki w,v € V(H), takie ze Ny(u) = Ng(v) lub

Zadanie 8 (4 pkt). Drzewiastosé grafu G, oznaczana arb(G), to najmniejsza liczba k €
N, taka ze E(G) moze by¢ podzielone na k zbioréw Ey,. .., E) takich, ze graf (V(G), E;)
jest lasem dla kazdego i € [k]. Udowodnij, ze dla kazdego grafu G z co najmniej jedna

krawedzia zachodzi
arb(G) < col(G) —1 < 2-arb(G) — 1.
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Zadanie 9 (3 pkt). Niech n € N;. Udowodnij, ze dla kazdego n-wierzchotkowego grafu

G mamy x(G) - x(G) > n.

Zadanie 10 (3 pkt). Rozwazmy rodzine graféw, ktérych wierzchotkami sa tréjkaty réw-
noboczne narysowane na ptaszczyznie, ktorych podstawy sa réwnolegte do osi poziome;.
Dwa tréjkaty taczy krawedz jesli sie niepusto przecinaja (rozwazamy wypelnione tréjka-
ty). Udowodnij, ze istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdego grafu G z rozwazanej
rodziny mamy x(G) < f(w(Q)).

Zadanie 11 (3 pkt). Rozwaz graf G skonstruowany w nastepujacy sposéb. Niech V(G) =
[2024] x [2024] x [2]. Dwa wierzchotki (z,y, 2), (¢/, v/, 2') € V(G) sa potaczone krawedzia
jesli |z —2'| =1l,y=9¢y,z=721luwbe =2 ly—y|=1z=2Z1lubz=2"y=y, 2 # 2.
Czy graf GG jest planarny? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 12 (4 pkt). Udowodnij, ze kazdy graf planarny bez trojkatéw jest 4-kolorowalny.

Powodzenia.
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