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Rysunki graféw planarnych

Twierdzenie (Koebe, 1936)

Dla kazdego grafu planarnego G istnieje reprezentacja taka, ze jego
wierzchotki sa kotami (monetami) na ptaszczyznie, gdzie wnetrza
narysowanych két sa parami roztaczne oraz dwa kota dotykaja sie
wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im wierzchotki sasiaduja

w G.
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Zanurzenie grafu planarnego w grid
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Zanurzenie grafu w grid

Fraysseix, Pach, Pollack, 1990

2n—4xn—-2

Brandenburg, 2008

Schnyder, 1989

2n—5x2n-5

Schnyder, 1990

n—2xn-—2

Zhang, He, 2005

n—2—-6xn—-2-9§

gdzie 0 < § < ”%1 zalezy od grafu
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Zanurzenie grafu w grid

Jesli chcemy minimalizowa¢ pole gridu to ...

ograniczenie dolne  ograniczenie goérne

planarne s> — O(n) 8%+ 0O(n) [1,2,3]
4-spéjne pl. Ln/ I x([n/2-11) [4]
drzewa Q(n) O(nlog n) [5]

© Fraysseix, Pach, Pollack (1990)

@ Brandenburg (2008)

© Mondal. Nishat, Rahman, Alam (2011)
© Miura, Nakano, Nishizeki (2001)

© Crescenzi, Battista, Piperno (1992)
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Triangulacja

Oznaczenia
Niech G = (V, E) bedzie triangulacja ze $ciana zewnetrzna
Vo, V1, v2 (wierzchotki ponumerowane zgodnie ze wskazéwkami
zegara).
Woéwczas:
@ Wierzchotki vy, v1, vo nazywamy wierzchotkami zewnetrznymi.
e Krawedzie (vp, v1), (v, v2), (v1, v2) nazywamy krawedziami
zewnetrznymi.
@ Pozostate wierzchotki/krawedzie nazywamy
wierzchotkami/krawedziami wewnetrznymi.
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Katowe etykietowanie Schnydera

Definicja

Katowym etykietowaniem Schnydera triangulacji G = (V, E) ze
$ciang zewnetrzna {vp, v1, v2} nazywamy funkcje

e: K(G) — {0,1,2} taka, ze:

e K(G) - zbiér katéw grafu G;

@ Dla kazdej sciany wewnetrznej f, etykietami katéw
incydentnych z f (zgodnie z kierunkiem wskazéwek zegara) sa
{0,1,2};

@ Dla kazdego wierzchotka wewnetrznego v, etykiety katéw
incydentnych z v (zgodnie z kierunkiem wskazéwek zegara)
tworza niepusty przedziat 0, nastepnie niepusty przedziat 1, a
nastepnie niepusty przedziat 2;

e Katy incydentne z v; s3 etykietowane przez i.
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Katowe etykietowanie Schnydera
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Katowe etykietowanie Schnydera

Posety Iwona Cieslik, Piotr Micek



Katowe etykietowanie Schnydera

Twierdzenie
Kazda triangulacja ma katowe etykietowanie Schnydera.

Dowéd
Niech G = (V, E) bedzie triangulacja.
Indukcja po |V].
Dla |V| = 3 kazdemu z trzech katéw dajemy etykiete zgodnie z
definicja etykietowania.
Niech |V| > 3. Rozpatrzymy 2 przypadki:
o Istnieje trojkat separujacy T w G.
Definicja:
Tréjkat T = {x,y,z} C G jest separujacy < G \ T jest niespdjny.

@ Nie istnieje trojkat separujacy w G.
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Katowe etykietowanie Schnydera
Przypadek 1: Istnieje tréjkat separujacy T w G.

Niech T = TU "wnetrze" trojkata T.

Vi G/ wnetrze T

Vo
Vo

o Istnieje katowe etykietowanie Schnydera w1 dla G\wnetrze T.

o Istnieje katowe etykietowanie Schnydera m, dla T".

@ Przepermutowujemy m i mo tak, aby je uzgodnié¢ i taczymy je
w jedno etykietowanie.

Posety Iwona Cieslik, Piotr Micek



Katowe etykietowanie Schnydera
Przypadek 2: Nie istnieje tréjkat separujacy w G.

(]

Sasiedzi wierzchotka vy tworza Sciezke o koncach w vy i vy:
Vi = Wi, Wo, ..., Wi = V.

Jedynym skrétem na tej Sciezce jest krawedz (vi, v2), w
przeciwnym razie uzyskalibysmy tréjkat separujacy.

Wybieramy dowolny wierzchotek x = w; rézny od vy, v»
(istnieje taki bo |V| > 3).

Kontraktujemy krawedz (vo, x) uzyskujac graf G'.

G’ nie jest multigrafem, bo nasza $ciezka nie ma skrétéw.

Z indukcji G’ ma etykietowanie Schnydera, wyznaczamy je.

e 6 o6 o

Rozszerzamy etykietowanie G’ na etykietowanie G.

Posety Iwona Cieslik, Piotr Micek



Katowe etykietowanie Schnydera
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Katowe etykietowanie Schnydera

Lemat o jednorodnych katach

Niech C C G bedzie cyklem w triangulacji G, dla ktérego ustalone
jest etykietowanie Schnydera. Wéwczas dla kazdego 7 € {0, 1,2}
istnieje v € C taki, ze wszystkie jego katy w C sa etykietowane
przez i (wierzchotek v nazywamy jednorodnym).
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Katowe etykietowanie Schnydera

Dowdd:

Indukcja po liczbie scian wewn.

Jesli C jest sciang (tréjkatem), to z def. etykietowania, kazdy z trzech
katéw jest jednorodny i ma inng etykiete.

Niech C - dowolny cykl. Niech C nie ma jednorodnego wierzchotka 0.

Przypadek 1: Cykl C ma cieciwe (v, w).

Z zat., mniejsze cykle G i C; maja wierzchotki jednorodne o numerze 0.
Sa nimi v i w (inaczej C ma wierzchotek jednorodny o numerze 0).

Ale wéwczas etykiety trojkatéow oparte na krawedzi (v, w) nie sa zgodne z
warunkami etykietowania.
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Katowe etykietowanie Schnydera

Przypadek 2: Cykl C nie ma cieciwy.

Dla kazdego €; = (x,y) € C, istnieje z € V, wewnatrz cyklu C, taki, ze
X, y, Z tworzg tréjkat.

Cykl C\ e1 = (x,y) ma mniej $cian wewn., zatem ma wierzchotek
jednorodny 0. Jest nim x lub y. Niech bedzie nim y. Etykietowanie y
wymusza etykiety tréjkatéw opartych na ey i e; (patrz rysunek).
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Katowe etykietowanie Schnydera

Przypadek 2 cd

Powtarzamy powyzszy argument dla ey, ..., e i etykietujemy katy
uzyskanych tréjkatéw.

Usuwamy z C dowolng krawedz uzyskujac cykl o mniejszej liczbie écian.
Nie ma on jednorodnego wierzchotka etykietowanego przez 2.

Sprzecznos¢.

Posety Iwona Cieslik, Piotr Micek



Krawedziowe etykietowanie Schnydera

Definicja
Krawedziowym etykietowaniem Schnydera triangulacji G = (V,E) o
Scianie zewnetrznej {vp, v1, v»} nazywamy funkcje e : E — {0,1,2} i
skierowanie krawedzi grafu takie, ze:

o dla kazdego wierzchotka wewn. v, deg,,:(v) =3

o dla kazdego wierzchotka zewn. v, degou:(v) =1,

@ Krawedzie wchodzace do v; sg etykietowane przez i.

@ Dla kazdego wierzchotka wewnetrznego porzadek krawedzi (zgodny
ze wskazéwkami zegara) jest nastepujacy:
krawedz wychodzaca 0, krawedzie wchodzace 2 (o ile s3),
krawedz wychodzaca 1, krawedzie wchodzace 0 (o ile s3),
krawedz wychodzaca 2, krawedzie wchodzace 1 (o ile sa).
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Krawedziowe etykietowanie Schnydera

Vo

0 - krawgdzie czerwone
1 - krawgdzie zielone
2 - krawedzie niebieskie
v2

Posety Iwona Cieslik, Piotr Micek

Vi



Etykietowania Schnydera

Lemat
o Katowe etykietowanie Schnydera indukuje krawedziowe
etykietowanie Schnydera.
o Krawedziowe etykietowanie Schnydera indukuje katowe
etykietowanie Schnydera.
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Etykietowania Schnydera
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Sciezki i regiony
Niech P;(v) - maksymalna (i jedyna) $ciezka wychodzaca z v o
kolorze i.

Lemat

Dla kazdego wierzchotka v € G, Sciezka Pj(v) jest Sciezka prosta
(nie zawiera cyklu) i koniczy sie w wierzchotku v; (i = {0, 1,2}).

Jesli P;(v) zawiera cykl, to nie ma on jednorodnego kata i + 2 (mod 3).
Sprzecznos¢.

Dlai=0
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Sciezki i regiony

Whiosek

Niech T; - zbiér krawedzi etykietowanych przez i.
Woéwcezas T; jest drzewem o korzeniu v; zawierajacym wszystkie
wierzchotki G za wyjatkiem jednego wierzchotka zewnetrznego.

Trojke drzew (To, T1, T2) nazywamy drzewami Schnydera.

Zatem a(G) < 3!
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Sciezki i regiony

Lemat
Dla kazdego wierzchotka x € G, Py(x) N P1(x) N Pa(x) = {x} . J

Jesli y € Po(x) N Pi(x) iy # x, to cykl x ~» y Uy ~» x nie ma
jednorodnego kata 2. Sprzecznos¢.

Pozostate przypadki - analogicznie.
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Sciezki i regiony

Niech R;(v) - region ograniczony przez P;i;1(v), Pi_1(v) oraz
krawedz zewnetrzna (vi4+1, vi—1) (indeksy liczymy modulo 3).
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Sciezki i regiony

Lemat

Niech x,y € G, takie, ze x # y.
Jesli y € Ri(x), to Ri(y) C Ri(x).
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Sciezki i regiony
Dowsd
Pokazemy, ze Sciezka Pi+1(y) nie przecina Pj(x).
Niech v = P;(y) N Pi(x).
Jesli Piy1(y) przecina Pi(x) w punkcie z, to cykl y ~» zUz ~» vUy ~> v
nie ma jednorodnego kata i + 1, ani i — 1. Sprzecznos¢.

Dlai=1 x Tz

0 1 /

2 v
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1\2

y

Posety Iwona Cieslik, Piotr Micek



Twierdzenie Schnydera

Definicja

Posetem incydencji P(G) nieskierowanego grafu G = (V, E)
nazywamy zbiér czesciowo uporzadkowany (S = V U E, <) taki, ze
x<y<xeV,ye€Eixjest jednym z koncéw krawedzi y.

Definicja

Wymiarem czesciowo uporzadkowanego zbioru (S, <), dim(S)
nazywamy najmniejszg liczbe liniowych porzadkéw <; ... <y,
takich, ze ich czes¢ wspdlna daje czesciowy porzadek <.
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Twierdzenie Schnydera

Twierdzenie Schnydera
Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy gdy dim(P(G)) < 3.

Dowdd =:

e Vi =0,1,2 definiujemy liniowy porzadek <; na wierzchotkach
v € V indukowany przez zawieranie regionéw R;(v).

e Ve = (x,y) € E, wktadamy e do porzadku <; najnizej jak to
mozliwe, tzn. tak, aby x <j e, y <;je i Vz>x,y z>e.

o lloczynem porzadkéw <; jest poset incydencji
P(G)=(VUE,<).
Niech e = (x,y) € E, ze€ V:z ¢ {x,y}

o Vi x,y <je, zatem x,y < e

di x,y <;z, zatem e <; z

3 z<jx, zatemz < e

X < e & x jest koncem krawedzi e

e dim(P(G)) <3
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Twierdzenie Schnydera

Dowéd «<:
Przypusémy, ze dim(P(G), <) < 3 i graf nie jest planarny.
Wezmy 3 porzadki takie, ze u < v & Vi=1,23 u<;v.
Wybierzmy zanurzenie posetu f : v € P(G) — (v1, v2,v3) € R3
takie, zeu<v & Vi=1,23 ui<viwR.
Niech 7 bedzie rzutowaniem zanurzenia P(G) na ptaszczyzne
X1+ x +x3=0w R3,
Mozemy zatozy¢, ze Va# be VUE  7(a) # w(b).
Dla kazdego e € E i v € V taczymy odcinkiem punkty 7(v) z 7(e).
Jesli G nie jest planarny, to istnieja r6zne wierzchotki u, v i rézne
krawedzie e, f takie, ze

@ u jest koncem e i nie jest koAcem f,

@ v jest koficem f i nie jest koncem e,

e odcinki 7(u)7w(e) w(v)w(f) przecinaja sie.
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Twierdzenie Schnydera

Dowéd <«:

Niech p bedzie punktem przeciecia 7w(u)7(e) i w(v)m(f).
Niech z bedzie punktem € Te takim, ze m(z) = p.
Niech w bedzie punktem € vf takim, ze m(w) = p.

Woéwczas z < w lub w < z w R3.

<w=u<z<w<f = ujest koncem f. Sprzecznos¢.

0 Zx <

ow<z=>v<w<z<e=v jest koicem e. Sprzecznos¢.
Zatem rzut na ptaszczyzne x1 + xo + x3 = 0 jest zanurzeniem
planarnym.
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