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Liniowo$¢ wartosci oczekiwanej, wariancja, metoda pro-
babilistyczna

Zadanie 1. Niech T bedzie dowolnym drzewem z dwoma wyrdznionymi wierzchotkami:
startowym i konicowym. Pionek w sposob losowy porusza sie po drzewie rozpoczynajac w
wierzchotku startowym. W kazdym kroku pionek przemieszcza sie na losowo wybranego
sasiada aktualnego wierzchotka. Czy dla dowolnego drzewa pionek dojdzie, z prawdopo-
dobienstwem 1, do wierzchotka koncowego?

Zadanie 2 (Spacer losowy z jedna bariera). Startujemy doswiadczenie z liczba 0. Dopoki
aktualna liczba jest mniejsza od n dodajemy do niej 1 lub —1 z réwnym prawdopodobien-
stwem. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dotrzemy do n?

Zadanie 3. Dana jest moneta symetryczna. Zaproponuj algorytm, ktoéry bedzie symu-
lowal zachowanie monety asymetrycznej o ustalonym wymiernym p € (0,1). Jaka jest
oczekiwana liczba rzutéow (symetryczna moneta) przed zwroceniem wyniku (symulowanej
asymetrycznej monety)? Im mniejsza oczekiwana liczba rzutow tym lepiej.

Zadanie 4. Cyklem dtugosci k w permutacji m nazywamy ciag indeksow ay, . .., ag, axpy1 =
ay taki ze 7 (a;) = a;41. Kazda permutacje m mozna jednoznacznie roztozy¢ na roztaczne
cykle. Wyznacz oczekiwang liczbe cykli w losowej permutacji 7.

Zadanie 5. Niech T, bedzie pelnym drzewem binarnym o glebokosci n (czyli T,, ma
2" — 1 wierzcholtkow). Kazda krawedz T,, zostaje usunieta z prawdopodobieristwem 1/2 i
niezaleznie od akcji na innych krawedziach. Jaka jest oczekiwana liczba wierzchotkow w
spojnej sktadowej z korzeniem w wynikowym lesie?

Zadanie 6. W talii 2n kart mamy n czerwonych i n czarnych kart. Talia jest potasowana
i kolejno wszystkie karty sa wykladane na stol. Dla kazdej wyciagnietej czerwonej karty,
jesli po jej wyciagnieciu na stole jest wiecej czerwonych niz czarnych kart to zdobywamy
jeden punkt. Jaka jest oczekiwana liczba zdobytych punktow?

Zadanie 7. W samolocie leci N = ny +ng+n3+n4 + 1 rodzin, gdzie n; rodzin ma 7 sztuk
bagazu, dla 7 € {1,2,3,4}, a nasza rodzina jest jedyna z piecioma bagazami. Przyjmujac,
ze kolejnos¢é wydawania walizek jest losowa, jaka jest oczekiwana liczba rodzin, ktére beda
czekaé¢ dtuzej od naszej na swoje bagaze?

Zadanie 8. Niech a,b beda liczbami rzeczywistymi. Jakie warunki musza spetnia¢ a i b,
zeby istniala zmienna losowa, ktora ma warto$é oczekiwana réwna a i wariancje réwna b?
W przypadku, gdy taka zmienna losowa istnieje, podaj ja.

Zadanie 9. Podaj przyktad zmiennej losowej, ktéra ma skoriczong wartos¢ oczekiwanag,
ale nieograniczona wariancje.

Zadanie 10. Niech X bedzie liczbg naturalna wylosowana w sposob jednostajny z prze-
dziatu [1,n], zas Y liczba catkowita wylosowana w sposob jednostajny z przedziatu [k, k.
Zmnajdz Var X oraz VarY.
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Zadanie 11. Udowodnij, ze jesli Var X = 0 to istnieje a takie ze P (X =a) = 1.

Zadanie 12. Czy jesli dla dwoch zmiennych losowych X, Y mamy Cov(X,Y) = 0 to
X,Y sa niezalezne?

W nastepnych zadaniach pomocna moze okazaé¢ sie nastepujaca trywialna obserwacja.
Jesli wartos¢ oczekiwana pewnej zmiennej losowej X wynosi z to P(X > z) > 0 (podobnie
P(X < x)>0).

Zadanie 13. Udowodnij, ze kazdy graf zawiera podgraf dwudzielny, ktéry ma co najmniej
polowe krawedzi oryginalnego grafu. Wskazowka: Pamietaj, ze graf dwudzielny to innymi
stowy graf dwukolorowalny.

Zadanie 14. Udowodnij, ze dla kazdego dodatniego n istnieje turniej (graf skierowany
pelny) na n wierzchotkach , ktéry ma co najmniej 2:}—11 Sciezek Hamiltona.

Zadanie 15. Udowodnij, ze kazdy graf dwudzielny z m krawedziami zawiera podgraf

na co najmniej %mg krawedziach, ktory nie zawiera cyklu na czterech wierzchotkach Cy

jako podgrafu. Uwaga: Wystarczy pokaza¢ ograniczenie %m§ Wskazowka: Grafy mozna

losowaé. Jednym ze sposobdw jest ustalenie pewnego parametru p i dla kazdej pary wierz-
chotkéw niezalezne wylosowanie tego czy taczy je krawedz, czy nie z prawdopodbieristwen
p. Jedli losowany graf nie dziata, to moze nalezy go zmodyfikowaé¢ po wylosowaniu?
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Zadanie bonusowe do spisania

Niech F' bedzie grafem. Dla kazdej dodatniej liczby n definiujemy ex(n, F') jako najmniej-
sza liczbe dodatnia m taka, ze istnieje graf G, ktory ma m krawedzi i nie zawiera F' jako
podgrafu (niekoniecznie indukowanego). Na przyktad, wiadomo, ze ex(n, A) = L”{j dla
kazdego dodatniego n, gdzie A oznacza trojkat. Dolne ograniczenie jest $wiadczone przez
zbalandowany graf dwudzielny pelny, natomiast gérne ograniczenie wynika np. z prostej
indukcji po n (istnieje wiele roznych dowodow tego faktu).

Dla dodatnich liczb catkowitych s, ¢, niech K, oznacza graf dwudzielny pelny zawierajacy
dwa zbiory niezalezne z odpowiednio s i ¢ elementami. Zadanie bedzie sie skupia¢ na
oszacowaniach ex(n, Ks;). Prosz¢ si¢ nie przejmowac¢ skomplikowanymi wyrazeniami w
tresciach probleméw. Oczywiscie mozna je zapisa¢ w uproszczonej formie, jednak doktadne
warto$ci maja stuzy¢ za podpowiedZz w rozwiazywaniu zadan. Najpierw ograniczymy z
gory ex(n, Ksy).

Problem 1. Udowodnij, ze dla kazdego dodatniego s, mamy

1 1
eMmK@)géa—naﬁé+§@—nn

Wskazowka: Podwojne zliczanie.

Nastepnie zaaplikujemy powyzsze do naturalnego problemu, ktory jest pozornie bez zwigz-
ku. Dla podzbioru liczb catkowitych dodatnich A definiujemy A4+ A = {a+d’ : a,a’ € A}.

Problem 2. Udowodnij, ze dla kazdego ¢ > 0, odpowiednio duzego catkowitego £ i
podzbioru liczb catkowitych nieujemnych A takiego, ze {1%,22,32,... k*} C A+ A mamy

|A| > k?2/3_€.

Uwaga: W rozwiazaniu mozna uzy¢ faktu z teori liczb, ze dla kazdej liczby catkowitej
dodatniej n, liczba dzielnikéw n jest o(n’) dla kazdego & > 0.

Na koniec chcemy ograniczy¢ ex(n, K ;) z dotu. Przedstawimy dwa ograniczenia, w pierw-
szym nalezy uzy¢ argumentu przez zliczanie, a w drugim przez losowanie.

Problem 3. Udowodnij, ze dla kazdego s,t > 1 mamy
ex(n, Kqp) > 1

Problem 4. Udowodnij, ze dla kazdego s,¢ > 1 mamy

1 1 st
extin ) > (§ = s ) 5

8  sltlost
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Mozna zauwazy¢, ze dolne ograniczenia nie sg Sciste z géornym. Co ciekawe, nie znamy
Scistych ograniczen. Najmniejszy otwary przypadek to ex(n, Ky 4). Wiadomo, ze ta wartosé
jest O(n%), ale nie jest wiadomo, czy to ograniczenie jest $ciste. Jesli powyzsze problemy
okazaly si¢ zbyt proste, mozesz sprobowac skonstruowac rodzing grafow G, bez K, 4, gdzie
kazdy graf GG, ma n wierzchotkéw i en krawedzi dla pewnej uniwersalnej stalej c.

Kazdy z czterech probleméw jest warty }l mozliwych punktéw za to zadanie. Przypomina-
my, ze rozwigzania spisane na komputerze nalezy wysyltaé¢ na adres podany na stronie
internetowej kursu w terminie do czwartku 17.10.2023 o godzinie 23:59.
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