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Miara 1 calka

Jesli nie jest powiedziane inaczej, to €2 jest dowolnym zbiorem, w szczegdlnosci moze mieé
dowolnie wiele elementéow (np. nieprzeliczalnie wiele)!

Niech > bedzie rodzina podzbioréow 2. ¥ moze spetniaé¢ nastepujace warunki.

1. 0,QeX.

2. Jesi E€ X to Q/E € X.

3. Jesli Ey,...,E, e X, to U, E; € X.
4. Jesli By, Bs,... € %, to U, E; € 3.

Jesli X spetnia 1,2,3, to mowimy, ze X jest algebrg. Jesli 3 spetnia 1,2,3,4, to méwimy, ze
Y. jest o-algebrg. Domy$lnie Y jest o-algebra na €.

Zbiér co najwyzej przeliczalny to taki, ktory jest albo skomnczony, albo ma tyle samo
elementéw co zbior liczb naturalnych. Niech z € R? i r > 0, wtedy kula otwarta o $rodku
w x 1 promieniu r, to zbior B(x,r) = {y € R? : |z — y| < r} (dla z € R? rozwazamy
2| = /2% + -+ + 22). Moéwimy, ze podzbior U C R? jest otwarty jesli dla kazdego x € U
istnieje r > 0 takie, ze B(z,r) C U. Dla E C Q, funkcja charakterystyczna xg zbioru E
to funkcja zdefiniowana na Q taka, ze xg(x) =1, gdy * € E i xg(z) = 0 w przeciwnym
przypadku.

Zadanie 1. Udowodnij, ze liczba elementow skoriczonej algebry (czyli tez o-algebry) jest
potega dwojki.

Zadanie 2. Czy istnieje nieskoniczona przeliczalna o-algebra?

Zadanie 3. Niech B C Q iniech X5 ={ACQ: B C Alub BN A= 0}. Udowodnij, ze
Y.p jest o-algebra.

Zadanie 4. Niech Xy, bedzie rodzing wszystkich podzbioréw €2, ktore albo sa co najwyzej
przeliczalne, albo ich dopelnienia sa co najwyzej przeliczalne. Udowodnij, ze Yy, jest o-
algebra.

Zadanie 5. Udowodnij, ze jesli {¥, : o € I} jest rodzina o-algebr na jakims ustalonym

zbiorze €2 (dla dowolnego zbioru indekséw I), to (,.; Xa tez jest o-algebra.

Jegli F jest dowolng rodzing podzbiorow Q, to o(F) = ({L C 2% : F C X i ¥ jest o-algebra}.
Rodzina pod przecieciem jest zawsze niepusta (dlaczego?). Stad i z zadania powyzej wy-
nika, ze o(F) jest zawsze o-algebra, nazywamy ja: o-algebrg generowang przez F. Niech
A, bedzie rodzina wszystkich podzbiorow otwartych R. Zbiory borelowskie B(R) sa defi-
niowane jako o(A,).
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Zadanie 6. Udowodnij, ze kazdy zbior otwarty w R jest co najwyzej przeliczalng suma
przedzialéw otwartych. Wywnioskuj, ze A, jest algebra.

Zadanie 7. Udowodnij, ze A, nie jest o-algebra.

Zadanie 8. Niech A, = {(—o0,a] : a € R} i niech U € A,. Udowodnij, ze kazda o-
algebra zaweierajaca A, zawiera U. Innymi stowy pokazujemy, ze A, C 0(As), a co za
tym idzie o(A,) C 0(As). Podobnie, pokaz, ze o(A,) 2 0(Ax).

Funkcja p : X — [0,00] jest miarg, jesli p(0) = 0 i dla kazdej rodziny Ey, Es,... € ¥
zbioréw parami roztacznych

It (U Ez) = ZM(Ez)

Druga wlasnos¢ nazywamy przeliczalng addytywnoscig. Jesli spelniona bytaby analogiczna
wlasnosé, ale tylko dla skonczonych rodzin, to mowimy o skoriczonej addytywnosci.

Zadanie 9. Niech v : B(R) — {0, 1} bedzie zdefiniowana nastepujaco. Dla B € B(R)
mamy v(B) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje € > 0 taki, ze (0,¢) C B. Czy funkcja
v jest skoriczenie addytywna? Jesli tak, to czy jest przeliczalnie addytywna?

Zadanie 10. Rozwaz funkcje v/ = v|4,, gdzie v jest funkcja z poprzedniego zadania. Czy
funkcja v’ jest skoniczenie addytywna? Jesli tak, to czy jest przeliczalnie addytywna?
Majac dana funkcje f: (Q,%) — (', %), mowimy, ze f jest mierzalna, jesli dla kazdego
E €Y mamy f~1(F) € X.

Zadanie 11. Czy zlozenie dwoch funkcji mierzalnych jest mierzalne?

Zadanie 12. Czy kazda funkcja ciggta f : R — R jest mierzalna?
Wskazowka: Skoro B(R) = o0(A,) = 0(Aw), to wystarczy pokazaé, ze f~'((—o0,a]) €
B(R) dla kazdego a € R.

Do kilku nastepnych zadari, niech p bedzie miara na (£2,X) i niech E € 3.

Zadanie 13. Udowodnij, ze jesli f : 2 — C jest mierzalna, to

/Efd/tz/QXEfdu-

Wskazowka: Najpierw udowodnij réwnosé dla f bedacej funkcja schodkows. Nastepnie
skorzystaj z definicji caltki, aby otrzymac¢ réwnos$é¢ dla f nieujemnej. Przejscie z f nie-
ujemnej do rzeczywistej i zespolonej jest bardzo proste (korzystamy z definicji).
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Zadanie 14. Udowodnij, ze jesli f, g : 2 — C sg mierzalne, to

/Eergdu:/EfduﬂL/Egdu'

Wskazowka: Najpierw udowodnij réwnosé dla f i g bedacych funkcjami schodkowymi.
Nastepnie skorzystaj z twierdzenia z wyktadu o aproksymacji catki catkami funkcji schod-
kowych. Znowu przejscie z funkcji nieujemnych do rzeczywistych i zespolnych jest bardzo
proste.

Zadanie poza konkursem na spostrzegawczo$é. Powyzsze dwa zadania pomijaja
pewien istotny techniczny szczegot. Jaki?

Zadanie 15. Niech h bedzie mierzalna funkcja nieujemna na 2. Udowodnij, ze jesli
Jphdp =0, to u({z € E | h(z) = 0}) = 0 (moéwimy wtedy, ze hlgp = 0 p-prawie
wszedzie).
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Zadanie bonusowe do spisania (1,5pkt)

Zadanie sktada sie z kilku mniejszych krokéw. Celem jest pokazanie istnienia miary Lebes-
gue’a. Miara Lebesgue’a to rozszerzenie zwyktej "dlugosci" na wiecej zbioréw. Dodatkowo
chcemy, zeby miara Lebesgue’a spelniata pewne naturalne wtasnosci. Dlatego tak napraw-
de dowodzimy nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Istnieje o-algebra ¥, na R i miara A na przestrzeni mierzalnej (R, 3,)
taka, ze

1. B(R) C Xy;

2. XM(a,b)) = b—a dla kazdego a,b € R takiego, ze a < b;

3. ME)=MNE +z) dlakazdego E€ X\ iz e R, gdzie E+z={y+xz:y € E};

4. jesli F € ¥, taki, ze A(E) =01 F C E to I € ,.

Dodatkowo, A jest jedyna taka miara na (R, B(R)).

Trzy pierwsze wlasnosci sa bardzo intuicyjne. Po pierwsze chcemy mierzy¢ wszystkie "po-
rzadne" zbiory; po drugie chcemy, zeby nasza miara rozszerzata pojecia dtugosci i po
trzecie chcemy, zeby byta nieczuta na translacje. Teraz przejdziemy do dowodu twierdze-
nia.

Moéwimy, ze funkcja p* : 22 — [0, 00| jest miarg zewnetrzng jesli
(i) p*(0) =0,
(ii) jesli B C F, to u*(E) < u*(F),

(ili) p (Unzy Bn) < 2202, 0 ().

Ustalmy miare zewnetrzna p* na 2. Méwimy, ze zbior E C € jest p*-mierzalny, jesli dla
kazdego F' C ) mamy
pr(F) =p (ENF)+p"(E°NF).
Niech X« bedzie zbiorem wszystkich p*-mierzalnych podzbioréw (2.
Krok 1. X, jest o-algebra.

Krok 2. Funkcja p: ¥+ — [0, 00] jest miara.

Niech A, bedzie rodzing co najwyzej przeliczalnych sum przedziatéw otwartych. Nietrudno
pokazaé, ze 0(A,) = B(R) (mozna korzystac z tej wtasnosci). Niech Ay bedzie zdefiniowana
na A, jako zwyczajna dtugosé. To znaczy, \o((a,b)) = b — a z naturalnym rozszerzeniem
na zbiory sktadajace sie z wiekszej liczby przedziatow. Dla E C R, definiujemy

A(E)= inf  X(F).

FeAq,ECF
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Krok 3. Funkcja A* jest miara zewnetrzna na R.

Dodatkowo zauwazamy, ze dla dowolnego E € A,, mamy A\ (E) = AE). W efekcie
otrzymujemy miare Lebesgue’a \. Zbiory w X\« zwykle nazywamy zbiorami mierzalnymi
w sensie Lebesque’a. Pozostaje pokazac kilka wlasnosci \.

Krok 4. Dla kazdego = € R, przedzial (—oo, ]| jest A*-mierzalny. Dodatkowo, B(R) C
e

Krok 5. Zauwaz, ze to oznacza istnienie unikalnej miary A na B(R) zgodniej z Ay (miary
Lebesgue’a).

Krok 6. Pokaz, ze A\ jest nieczula na translacje, to znaczy dla kazdego zbioru F € ¥y« i
r € R, mamy \(E) = \N(E + 1), gdzie E+x={y+x:y € E}.

Krok 7. Pokaz, ze jesli dla pewnego F € ¥y« mamy AM(E) =01 F C E, to F € X,..
Krok 8. Krotko skomentuj, co dzieje sie w poszczegdlnych krokach, jesli rozwazymy

przestrzeni RY.

Na koniec rozwazmy miare Lebesgue’a w pewnej konkretnej sytuacji. Powiedzmy, ze lo-
sujemy punkt = z odcinka [0, 1] jednostajnie, czyli dla A C [0, 1] takiego, ze A € B(R)
mamy P(x € A) = A(A). Na wyktadzie skomentowalismy, ze P(z € [0,1]NQ) = 0.

Problem 1. Udowodnij formalnie (ze wszystkimi szczegotami), ze faktycznie

P(z € [0,1] N Q) = 0.

Zbior [0,1] N Q jest przeliczalny.

Problem 2. Czy istnieje nieprzeliczalny zbior A C [0, 1] taki, ze A € B(R)iP(x € A) =07

Konstrukcja miary Lebesgue’a jest warta 1 punkt. Aby rozwigzanie byto rozpatrywane
nalezy rozwiaza¢ poprawnie co najmniej pierwsze trzy kroki. Problemy 1 i 2 sa niezalezne
od pierwszej czedci i mozna korzystaé¢ z faktow w niej podanych nawet jesli sie jej nie
rozwiazato. Problem 1 jest wart 0,1 punktu i Problem 2 jest wart 0,4 punktu.

Przypominamy, ze rozwigzania spisane na komputerze nalezy wysyta¢ na adres podany
na stronie internetowej kursu w terminie do czwartku 24.10.2023 o godzinie 23:59.
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