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Kolokwium I1I

Zadanie 1 (2 pkt). Niech (X,)nen 1 (Y)nen beda tancuchami Markowa.

(i) Czy (X, + Yn)nen zawsze bedzie tancuchem Markowa?

(ii) Czy dla ustalonego m > 0, ciag (X,uin)nen zawsze bedzie tancuchem Markowa?
(iii) Czy ciag (Xan)nen zawsze bedzie tancuchem Markowa?
(iv) Czy ciag par ((X,, Xn11))nen zawsze bedzie tancuchem Markowa?

Zadanie 2 (3 pkt). Rozwaz spacer losowy po grafie przedstawionym na rysunku. Spacer
startuje z wierzchotka A. Rozwaz stowarzyszony z nim tancuch Markowa (X, )nen, gdzie
stanami sg wierzchotki grafu oraz Xy = A.

(i) Wyznacz lim P(X,, = A) oraz lim P(X, = B).

(ii) Jaka jest oczekiwana liczba odwiedzen wierzchotka B przed pierwszym powrotem

do A?

Zadanie 3 (4 pkt). Rozwaz proces Poissona z parametrem 1000. Zaktadajac, ze w pierw-
szych 2020 jednostkach czasu pojawito sie tylko jedno zdarzenie procesu:

(i) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w kolejnych 2020 jednostkach czasu pojawi sie
co najmniej jedno zdarzenie?

(ii) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w pierwszych 1010 jednostkach czasu pojawi sie
jedno zdarzenie?

Zadanie 4 (3 pkt). Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
wyktadniczym z parametrami A i p, odpowiednio.

(i) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze X < Y7
(ii) Niech U =min(X,Y), V =max(X,Y),i W =V —U. Czy U i W sa niezalezne?

Zadanie 5 (3 pkt). Niech X7, ..., Xy beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o stan-
dardowym rozktadzie normalnym. Rozwaz zmienne Y} = a1 X7 + - -+ + a9 X9 oraz Y, =
b1 X1+ - -+ b1p X0, dla ustalonych statych aq, ..., ai,b1,...,b1o. Ile wynosi kowariancja
Yi 1 Vs, ezyli Cov(Yy, Ya) = B[(¥i — E(V1))(Y; — E(Y2))]?

Zadanie 6 (3 pkt). Losujemy dwie liczby niezaleznie i jednostajnie z przedziatu
[—2020, 2020]. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wartosé¢ bezwgledna mniejszej jest wiek-
sza od dwukrotnosci wartosci bezwglednej wigkszej?
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Zadanie 7 (3 pkt). Niech Xj,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkla-

dzie jednostajnym na [0, 1]. Niech Y7,...,Y,, bedzie statystyka tych zmiennych. (Zatem
istnieje bijekcja f na zbiorze {1,...,n} taka, ze Y; = Xy, oraz ¥ < Yo <--- < Y,.)

(i) Jaka jest gesto$é zmiennej Yy, — Yy dla ustalonego k € {1,...,n —1}7
(i) Jaka jest wspélna gesto$¢ zmiennych Yy — Yy oraz Yj 1 — Y, dla j # k, j,k €
{1,...,n—1}7

Zadanie 8 (3 pkt). Rzucamy monetg o promieniu 1 na podtoge. Podloga pokafelkowana
jest ptytkami kwadratowymi o boku d. Ile powinno wynosi¢ d aby szansa, ze moneta
przykryje przeciecie dwu linii (styk czterech ptytek) byta 50%7

Zadanie 9 (2 pkt). Dwa punkty A i B wybrane sa niezaleznie i jednostajnie na obwodzie
potkota o promieniu 1 i o srodku w punkcie M. Jakie jest oczekiwane pole trojkata ABM?
Uwaga: obwod potkota wynosi 2 + .

Zadanie 10 (3 pkt). Losujemy n punktéw niezaleznie i jednostajnie na okregu. Jakie
jest prawdopoodbienstwo, ze wszystkie punkty leza na jednym pétokregu?

Zadanie 11 (3 pkt). Jak wygenerowaé liczbe ze zbioru {0,...,n — 1} w sposéb jedno-
stajny uzywajac skrzywionej monety (orzel wypada z prawdopodobienstwem 2/3) przy
jak najmniejszej oczekiwanej liczbie rzutéw?

Zadanie 12 (2 pkt). Niech F bedzie (skoniczona) rodzing (skonczonych) ciagéw binar-
nych takich, ze X nie jest prefiksem Y dla dowolnych dwu réznych X,Y € F. (Zatem
rodzina F jest prefiksowa.) Wykaz, ze

>

XeF

1
W < 1.
Zadanie 13 (bonusowe; 5 pkt; mozna wysytaé¢ emailem do niedzieli; tylko dla oséb, ktére
zalicza bez tego zadania). Niech F bedzie (skonczona) rodzina (skonczonych) ciagdéw
binarnych takich, ze kazdy cigg binarny mozna otrzymac¢ na co najwyzej jeden sposob
konkatenujac ciagi z F. Wykaz, ze
1

> 5w <L

XeF

Powodzenia.
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