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Zadanie 1 (3 pkt). Dla ustalonej liczby catkowitej dodatniej n, niech X oznacza zmienng
losowa okreslajaca liczbe punktow statych losowej permutacji zbioru {1,...,n}. Oblicz

Var (X).

Zadanie 2 (4 pkt). Rozwazmy symetryczny spacer losowy po liczbach naturalnych, w
ktorym startujemy w 1, a 0 jest jedyna bariera odbijajaca. Niech X bedzie zmienna losowa
oznaczajaca liczbe wizyt w 0 przed pierwsza wizyta w 666. Udowodnij, ze

P (X > 2024) < 0,25.

Zadanie 3 (3+1 pkt). Niech n € Ny, niech p € (0,1) i niech X i Y beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie dwumianowym z parametrami n i p. Dla ustalonego
parametru N € Ny, oblicz P(X =k | X +Y = N) dla kazdego k € {0,1,..., N} oraz
E(X|X+Y=N).

Zadanie 4 (2+2 pkt). W fabryce Swietego Mikotaja pracowity elf uktada w rzedzie n
(n > 1) magneséw sztabkowych. Kazdy magnes ma dwa bieguny p6inocny i potudniowy.
Orientacja kazdego magnesu w rzedzie jest losowa i niezalezna od pozostatych. Dwa sg-
siednie magnesy sa ztaczone, tylko jesli stykaja sie przeciwnymi biegunami (w przecinwym
przypadku sie odpychaja). Niech X bedzie zmienna losowa okreslajaca liczbe powstatych
blokéw magneséw. Oblicz E (X) oraz Var (X).

Zadanie 5 (3 pkt). W wyborach, w ktérych jest dwoch kandydatéow i papierowe karty
do glosowania, kazdy glos jest btednie policzony niezaleznie, z prawdopodobienstwem
p = 0,02. Zastosuj nieréwno$¢ Czernowa do oszacowania prawdopodobienstwa, ze wiecej
niz 4% gloséw zostato blednie policzonych w wyborach, w ktérych zgromadzono 10°¢ kart
do glosowania. Udowodnij, ze otrzymana warto$é jest mniejsza od e=20%4,

Zadanie 6 (4 pkt). Niech n bedzie dostatecznie duza liczba naturalng. Niech m =
nlnn — 2024n i niech M bedzie zmienng losowa o rozktadzie Poissona z parametrem m.
Rozwaz problem wrzucania M kul do n urn i oblicz nh—>Hc}o P(,zadna urna nie jest pusta”).

Zadanie 7 (1+2+2 pkt). Niech (2, X) bedzie przestrzenia mierzalna z miara p i niech
f 2 — R bedzie funkcjg mierzalna.
(i) Niech (§¥,%') bedzie przestrzenia mierzalna, niech g,¢' : Q@ — ', niech A € ¥ i
niech funkcja h : Q — € bedzie zdefiniowana dla kazdego x € €2 nastepujaco:

g(x), jeslize A
h(z) =17, o .
g (z), jeslizé¢g A

Udowodnij, ze jesli g i ¢’ sa mierzalne to h jest mierzalna.
(ii) Udowodnij, ze funkcja | f| jest mierzalna.
(ili) Udowodnij, ze |fo fdpl < Jo |fldp.
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Zadanie 8 (2+3 pkt). Rozwaz klasyczna szachownice 8 x 8.

(i) W lewym dolnym rogu szachownicy ustawiamy wieze. Rozwaz tancuch Markowa
(Xn)nen modelujacy proces w ktérym w kazdym kroku przesuwamy wieze (nie mo-
ze staé w miejscu) na jedno z pol w tej samej linii pionowej lub poziomej. Jaka
jest oczekiwana liczba krokéw, w ktorych wieza dotrze do prawego goérnego rogu
szachownicy?

(i) W lewym dolnym rogu szachownicy ustawiamy gonca. Rozwaz taficuch Markowa
(Y.)nen, w ktorym w kazdym kroku przesuwamy gonca (nie moze sta¢ w miejscu)
na jedno z pol na ktérejs z dwu przekatnych przechodzacych przez aktualng pozycje
gonca. Czy ten tancuch ma rozktad stacjonarny? Wyznacz szanse, ze w losowej chwili
w przysztosci goniec bedzie stal na swojej wyjsciowej pozycji (w lewym dolnym rogu),
czyli nh_}rgO P (Y,, = ,lewy dolny rég”).

Zadanie 9 (4 pkt). Niech G bedzie grafem. Pozdbiér wierzchotkéw U grafu G jest zbio-
rem niezaleznym jesli zadne dwa wierzchotki w U nie maja krawedzi w G. Niech a(G)
bedzie najwigkszg wielkoscia zbioru niezaleznego w G. Dla dowolnego wierzchotka v w G,
niech d(v) bedzie stopniem v w G. Udowodnij, ze a(G) > ¥ ,ev e 1/(d(v) + 1).

WSsKAZOWKA: Rozwaz algorytm zachtanny konstruujacy zbiér niezalezny w G wzdtuz
losowej permutacji wierzchotkéw G.

Zadanie 10 (1+2+1 pkt). Rozwazmy czas mierzony dyskretnie w momentach n € N.
Dla kazdego n € N, niech Y,, oznacza liczbe nowo powstatych gwiazd we wszechswiecie w
momencie n. Zatézmy, ze {Y, : n € N} sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
Poissona z parametrem A. Czasy zycia gwiazd sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie geometrycznym z parametrem p (gwiazdy nigdy nie umieraja w tej samej chwili,
w ktorej powstaja). Dla kazdego n € N, niech X,, bedzie zmienna losowa oznaczajaca
liczbe gwiazd w momencie n po uwzglednieniu narodzin i $émierci w momencie n.

(i) Czy (X,)nen jest tanicuchem Markowa?
(ii) Oblicz rozktad X, dla kazdego n € N.
(iii) Rozwaz, zmienng losowa X taka, ze dla kazdego P(X = k) = lim P (X, = k). Jaki

ma rozktad zmienna X? Czym jest ten rozktad dla rozwazanego procesu { X, },en?

Zadanie 11 (4 pkt bonusowe). Rozwazmy wariant problemu kolekcjonera kuponéw. Ku-
pony zbierane sa w probach, ktére numerujemy kolejnymi liczbami z N;. Tym razem jed-
nak w jednej probie mozemy zebra¢ wiecej niz jeden kupon. Dla ¢ € Ny, niech Y; bedzie
zmienng losowg okreslajaca liczbe kuponéw zebranych w i-tej probie. Wiemy, ze Y; > 1,
E (Y;) = 2 dla kazdego i € Ny, oraz ze zmienne (Y;);cn, sa niezalezne. Kazdy zebrany ku-
pon jest jednego z n typéw. Dla kazdego zebranego kuponu jego typ jest zawsze losowany
jednostajnie po wszystkich n typach i niezaleznie od wszystkich innych losowan. Niech
X bedzie liczbg prob do zebrania wszystkich n typéw kuponow. Wyznacz jak najlepsze
dolne oszacowanie asymptotyczne na E (X).

Powodzenia.
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