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Wymniki zadan mozna podawa¢ uzywajac dystrybuanty rozktadu normalnego standar-
dowego oznaczanej przez ®. Mozna przyjaé, ze ®(1.7) = 0.95 1 (2) — &(—2) = 0.95.

Zmienna o rozkladzie N(«,3) ma rozklad normalny z wartoscia oczekiwana o« i wa-
riancja 3.

Dla przypomnienia, kiedy rzucamy igta dtugosci jeden na ptaszczyzne z rownolegltymi
liniami narysowanymi w odstepach o jeden, to prawdopodobienstwo, ze igta przetnie lini¢
Wynosi %

Zadanie 1. Niech A > 0. Rozwazmy dwie zmienne losowe X i Y o wspodlnej gestosci

N edli 0 < z < v,

0 w przeciwnym przypadku.

f(z,y) ={

(i) (1 pkt) Wyznacz gestos¢ Y pod warunkiem X.
(ii) (1 pkt) Wyznacz warto$¢ oczekiwang Y pod warunkiem X.
(iii) (1 pkt) Ile wynosi P(X < Y)? Ile wynosi P(2X < Y)?

Zadanie 2 (4 pkt). Niech K bedzie kotem o promieniu 1. Losujemy jednostajnie nieza-
leznie dwa punkty A i B w K. Nastepnie, rysujemy koto L o érodku w A takie, ze B lezy
na brzegu L. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze L zawiera si¢ w K7

Zadanie 3 (4 pkt). Lamiemy jednometrowy kij w losowym punkcie wybranym jedno-
stajnie. Nastepnie bierzemy dtuzszy z powstatych kawatkéw kija i ponownie tamiemy go
w losowym punkcie wybranym jednostajnie. Jaka jest oczekiwana dlugosé¢ najkrotszego z
trzech powstatych kawatkow?

Zadanie 4 (4 pkt). Plaszczyzna jest podzielona poziomymi i pionowymi liniami two-
rzacymi kratke zlozong z kwadratéw 1 x 1. Rzucamy na ptaszczyzne jednostajnie igte
dtugosci 1. Jaka jest szansa, ze igta przetnie zaréwno linie pozioma jak i linie pionowa?
Korzystajac z wyniku, oblicz wariancje zmiennej losowej zliczajacej liczbe przecieé igly z
kratka.

Zadanie 5. Dane sa dwa procesory P1 i P2 oraz 2025 zadan ponumerowanych liczbami
ze zbioru {1,...,2025}. Procesor P1, odpowiednio P2, przetwarza dowolne z tych zadan
w czasie bedacym zmienna losowa o rozkladzie wyktadniczym z parametrem 2025, odpo-
wiednio 1. Wszystkie czasy przetwarzania sg niezalezne. Rozwaz proces losowy, w ktorym
zadanie 1 jest przydzielone do P1, zadanie 2 jest przydzielone do P2. Kiedy zadanie zo-
stanie wykonane, procesor natychmiast przyjmuje pierwsze wolne zadanie, a w przypadku
gdy nie ma takiego zadania, to konczy dziatanie.

(i) (1 pkt) Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze P2 wykona wiecej niz jedno zadanie?
(ii) (1 pkt) Jaka jest oczekiwana liczba zadan wykonanych na P27
(iii) (1 pkt) Z jakim prawdopodobiefistwem zadanie 2024 zostanie wykonane na P17
(iv) (1 pkt) Z jakim prawdopodobienstwem zadanie 1000 zostanie wykonane jako ostat-
nie na P27
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(v) (1 pkt) Zakladajac, ze P2 wykonal doktadnie trzy zadania, jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wykonat zadanie o numerze wigkszym niz 20007

Zadanie 6. Niech A > 0. Rozwaz dwie niezalezne zmienne losowe X 1Y o rozkladach
I'(2,)) i I'(3, A) odpowiednio. Niech Z = X + Y.

(i) (1,5 pkt) Wyznacz E(Z|X).
(i) (1,5 pkt) Wyznacz E(X|Z2).

Zadanie 7. Niech {N(t) | t > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem . Kazde
zdarzenie zliczane przez ten proces jest kolorowane niezaleznie na jeden z dwéch koloréw:
czerwony lub niebieski; szansa, ze dane zdarzenie jest czerwone to %

(i) (1 pkt) Z jakim prawdopodobienistwem w przedziale [10, 20] wydarzyto sie doktadnie
5 niebieskich zdarzen?

(i) (1 pkt) Jesli w przedziale [10,20] wydarzyto si¢ doktadnie 5 niebieskich i 2 czerwo-
ne zdarzenia, to z jakim prawdopodobienstwem pierwsze zdarzenie w procesie jest
niebieskie?

(iii) (2 pkt) Jesli w przedziale [0, 10] wydarzyto si¢ doktadnie 5 niebieskich zdarzen, to
z jakim prawdopodobienstwem pierwsze zdarzenie w procesie jest niebieskie?

Zadanie 8. Niech X, Y i Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach N (0, 3),
N(2,1) 1 N(0,1) odpowiednio.

(i) (2 pkt) Ile wynosi P(X >Y)?

(i) (2 pkt) Ile wynosi E(max(Z — 2025,0))7

Zadanie 9. Rozwazmy okrag o promieniu 1 i srodku w punkcie (0, 0). Niech C' bedzie p6t-
okregiem zawartym w gornej potptaszezyznie. Losujemy jednostajnie punkt (X,Y) w C.
(i) (1 pkt) Wyznacz E(Y).
(ii) (1 pkt) Wyznacz E(X/Y).
(iii) (1 pkt) Wyznacz E(X/Y |0 < X).
(iv) (1 pkt) Wyznacz E(X/Y |0 < X <Y).
(v) (1 pkt) Wyznacz E(X/Y | Y < X).

Zadanie 10 (4 pkt). Wskaz, jak mozna wykorzystaé eksperyment, w ktérym rzucamy n
razy igta dtugosci 1 na plaszczyzne z réwnolegtymi liniami narysowanymi w odstepach o
jeden, do wyznaczenia wartosci % Jak duze powinno by¢ n, aby z prawdopodobienstwem
0,95 nasze oszacowanie byto z doktadnoscia do 0,017 Skorzystaj z centralnego twierdzenia
granicznego.

Powodzenia.
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