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Kolokwium 1/2 (Poprawione)

Wersja z usunietym Zadaniem 6.

Zadanie 1 (3 pkt). Dla ustalonej dodatniej liczby naturalnej n, niech « i 3 beda dwiema
losowymi permutacjami zbioru [n] wybranymi niezaleznie. Oblicz

(i) (1 pkt) E[[{i € [n] | a(5(2)) = 4}]],
(i) (1 pkt) E[{i € [n] | a(i) = i oraz 5(i) = i}],
(iif) (1 pkt) E[[{i € [n] | a(i) > B(i)}].

Zadanie 2 (2 pkt). Niech N in beda dodatnimi liczbami naturalnymi takimi, ze 2N > n.
W pojemniku znajduje si¢ 2N kart skojarzonych w N par. Wyciggamy losowo n kart z
pojemnika. Oblicz wartos¢ oczekiwana liczby wyciagnietych par.

Zadanie 3 (3 pkt). Dla ustalonej dodatniej liczby naturalnej n, niech o bedzie losowa
permutacja zbioru [n]. Dla liczb naturalnych 4, j takich, ze 1 < i < j < n, przedzial [i, j]
jest segmentem w «, jesli a(i) < --- < «a(j). Niech X bedzie liczba maksymalnych (w
sensie inkluzji) segmentéw w . Wyznacz E[X] oraz Var[X].

Zadanie 4 (4 pkt). Niech X bedzie liczba wykonanych rzutéw sprawiedliwag moneta do
otrzymania dwoch ortéw z rzedu. Wyznacz E[X] i Var[X].

Zadanie 5 (4 pkt). Rozwazmy symetryczny spacer losowy po liczbach catkowitych ze
zbioru {0, ...,2025}. Startujemy w 1364, a zatrzymujemy sie po pierwszym uderzeniu w
0 lub 2025. Niech X bedzie najwieksza wartoscia, jaka odwiedzit spacer. Wyznacz rozktad
zmiennej X.

Zadanie 7 (4 pkt). Pewien wedrowiec wybiera sie na szczyt gérski o wysokosci 2025
metrow. Startujac z poziomu 0, ruch wedrowca jest sekwencja losowych akcji. Kazda akcja
moze by¢ wejsciem o 1 metr wyzej z prawdopodobienstwem p, pozostaniem na tej samej
wysokosci z prawdopodobienstwem g, lub spadkiem do poziomu 0 z prawdopodobienstwem
r, gdzie p,r >0,¢q>0ip+qg+r=1.

(i) (1 pkt) Oblicz prawdopodobieristwo, ze wedrowiec nigdy nie dotrze na gore.

(i) (1.5 pkt) Wyznacz wartos¢ oczekiwang liczby krokow do osiagniecia szczytu, gdy

q=0.
(iii) (1.5 pkt) Wyznacz warto$é¢ oczekiwang liczby krokéow do osiagniecia szczytu, gdy
q > 0.

Zadanie 8 (4 pkt). U podnodza géry o wysokosci 2025 metréw pojawily sie grupy X
Prometeuszéw, Y Tantalow oraz Z Syzytéw, gdzie X,Y i Z sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadach Poissona z parametrami, odpowiednio, 26,11 i 2025. Kazdy Pro-
meteusz, Tantal i Syzyf ma za zadanie wtoczy¢ gtaz na wysokos¢ odpowiednio 26, 11 oraz
2025 metrow. Zaktadamy, ze szansa na przesuniecie glazu z poziomu j — 1 na j ma praw-
dopodobienstwo 1/2 dla j € [2025] i kazda proba jest niezalezna od pozostatej. Ponadto,
jezeli przedstawiciel danej grupy nie podota swojemu zadaniu, to niknie w czelusciach
Tartaru. Niech X' Y’ i Z' oznaczajg odpowiednio liczbe Prometeuszy, Tantali i Syzyfow,
ktorzy podotali swoim zadaniom. Oblicz
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(i) (1 pkt) prawdopodobienstwo, ze zadanie zostato wykonane przynajmniej przez jed-
na osobe,
(i) (1 pkt) E(X'+Y'+2"| Z)
(iii) (1 pkt) E(X 4+Y |Y’),
(iv) (1 pkt) E(Z'| Z"), gdzie Z” to liczba Syzyféw, ktérym nie udato sie przejsé z
poziomu 2024 na 2025.

Zadanie 9 (4 pkt). Niech n i d beda dodatnimi liczbami naturalnymi i niech G' bedzie
grafem o n wierzchotkach i co najwyzej %d krawedziach. Udowodnij, ze G zawiera taki
podzbiér U parami niesasiadujacych wierzchotkow, ze |U| > 5.

Zadanie 10 (3 pkt). Niech Q bedzie zbiorem niepustym. Funkcje ¢ : 2% — [0, +o0]
nazywamy ciekawg, gdy spetia:
(i) (D) =0,
(i) VAC BCQ:¢p(A) < p(B),
(iii) YA; € Q.5 € Nyt (U, 4)) < X3, 0(4)).
Zbior E C Q) nazywamy intrygujecym wzgledem ¢, jesli

VI CQ:o(T)=o(TNE)+o(T\ E).
Czy rodzina wszystkich zbioréw intrygujgcych wzgledem ¢ jest o-algebra?

Zadanie 11 (3 pkt). Rzucamy niezaleznie 425 razy moneta jednoztotowa, 150 razy dwu-
ztotowa oraz 40 razy piecioztotows. Za kazdym razem, gdy wypada orzet, zdobywamy mo-

nete. Niech X bedzie suma zarobionych pieniedzy. Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa,
oszacuj P (| X — E(X)| > 45).

Zadanie 12 (3 pkt). Niech prawdopodobiefistwo, ze niedziela jest dniem stonecznym,
wynosi 7/10, za$ prawdopodobienstwo, ze inny dzien jest stoneczny, wynosi 7/40. Oszacuj
prawdopodobienstwo za pomoca funkcji malejacej wyktadniczo wzgledem n, ze w ciggu
7n dni przynajmniej 1/3 z nich bedzie stonecznych.

Powodzenia.
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