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Minory i dobre quasi-porzadki

Podpodziatem grafu nazywamy kazdy graf, ktéry mozna otrzymacé zastepujac niektore
krawedzie wyjsciowego grafu nowymi $ciezkami taczacymi korice tych krawedzi w taki
sposob, ze kazde dwie z tych Sciezek sa roztaczne wierzchotkowo poza koncami. Graf H
jest topologicznym minorem grafu G, jezeli G zawiera podgraf izomorficzny do pewnego
podpodziatu grafu H. Piszemy wtedy H <iop G.

Rodzing {G, }vev(m) parami roztacznych spojnych podgrafow G nazywamy modelem grafu
H w G, jesli dla dowolnej krawedzi uwv € F(H) istnieje krawedz grafu G taczaca grafy
G, oraz G,. Graf H jest minorem grafu G (réwnowaznie G ma H-minor), jezeli istnieje
model H w grafie GG. Piszemy wtedy H < G.

Klasa grafow G jest zamknieta na branie minorow, jesli dla kazdego G € G klasa G zawiera
wszystkie minory grafu G.

Zadanie 1.

(i) Wykazac, ze jesli H <, G, to H < G.
(ii) Wykazaé, ze implikacja w druga strone nie jest prawdziwa.
(iii) Wykazaé, ze jezeli kazdy wierzcholek grafu H ma stopieni co najwyzej 3 oraz H < G,
to H <iop G.

Zadanie 2. Pokazaé, ze graf H jest minorem grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy mozna
otrzyma¢ z G graf izomorficzny do H, wykonujac ciag operacji:

% usuniecie wierzchotka,

% usuniecie krawedzi,

* kontrakcja krawedzi, czyli Sciagniecie krawedzi taczacej dwa wierzchotki uw i v do
jednego wierzchotka, ktorego sasiadami sg te wierzchotki, ktore sasiaduja z u lub v.

Zadanie 3. Wykaza¢, ze dla kazdego r istnieje stala ¢ < 1 taka, ze dla dowolnego grafu
G, jesli |[E(Q)| > |V(G)|?/2, to G zawiera klike K.

Zadanie 4. Wykaza¢, ze dla dowolnego grafu G, jesli |E(G)| > 2"|V(G)|, to K, < G.
Wskazowka: Rozwazy¢ minimalny minor H grafu G, dla ktorego |E(H)| > 27|V (H)|.
Zadanie 5. Wykazac¢, ze dla dowolnego grafu G, jesli |E(G)| > 2(2) V(G)], to K <top G.

Wskazowka: Udowodnié¢ indukcyjnie, ze dla kazdego m < (;), jesli éredni stopien wierz-
chotka w grafie H jest odpowiednio duzy, to pewien graf o r wierzchotkach i m krawedziach
jest minorem topologicznym H. Rozwazy¢ maksymalny spojny podzbior U o tej wlasnosci,
ze po $ciagnieciu U do pojedynczego wierzchotka nie zmaleje sredni stopienn wierzchotka.

Relacja binarna < na zbiorze X jest quasi-porzgdkiem, jezeli jest zwrotna oraz przechod-
nia. Jezeli dodatkowo dla kazdego nieskorniczonego ciagu xg, z1, ... w X istnieje taka para
indeksow i oraz j, ze i < j oraz x; < x;, to < jest dobrym quasi-porzqdkiem.
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Zadanie 6. Wykazaé, ze quasi-porzadek < na X jest dobry wtedy i tylko wtedy, gdy nie
istnieje nieskoriczony antytancuch w X ani taki nieskoriczony ciag xg, z1,... w X, ze dla
wszystkich ¢ zachodzi z;,1 < x; oraz x; € ;1.

Zadanie 7. Wskaza¢ nieskonczong rodzine drzew, o tej wlasnosci, ze zadne drzewo z tej
rodziny nie jest izomorficzne do podgrafu zadnego innego drzewa z tej rodziny. Wywnio-
skowac z tego, ze klasa wszystkich drzew uporzadkowana relacja bycia izomorficznym do
podgrafu nie jest dobrym quasi-porzadkiem.

Zadanie 8. Wskaza¢ nieskoniczong rodzine graféw o tej wtasnosci, ze dla dowolnych dwoch
grafow w tej rodzinie zaden z nich nie jest minorem topologicznym drugiego. Wywnio-
skowaé z tego, ze klasa wszystkich grafow uporzadkowana relacja <., nie jest dobrym
quasi-porzadkiem.

Zadanie 9. Wykaza¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Kazda zamknieta na branie minoréw klasa grafow G jest okreslona przez pewien
skoriczony zbior {Hi, ..., Hy} zabronionych minoréw, to znaczy taki zbior, ze G
sktada sie doktadnie z takich grafow G, ze zaden graf H; nie jest minorem G.

(ii) Klasa wszystkich graféw uporzadkowana relacja < jest dobrym quasi-porzadkiem.

(iii) Istnieje przeliczalnie wiele klas graféw zamknietych na branie minoréw.
(iv) Dla kazdej zamknietej na branie minoréw klasy grafow problem przynaleznosci do
klasy jest rozstrzygalny.

Uwaga: Warunek (ii) to Twierdzenie o dobrym quasi-porzadku, z ktérego wynika, ze
wszystkie powyzsze warunki sa spetnione.

Niech < bedzie quasi-porzadkiem na zbiorze X. Dla dowolnych dwdch skoriczonych pod-
zbiorow A, B C X, piszemy A < B, jezeli istnieje taka iniekcja f: A — B, ze a < f(a)
dla wszystkich a € A. W ten sposéb otrzymujemy rozszerzenie quasi-porzadku na zbiorze
X do quasi-porzadku na zbiorze [X]<¥ wszystkich skonczonych podzbiorow X.

Zadanie 10. Wykazaé, ze jezeli < jest dobrym quasi-porzadkiem na X, to zdefiniowane
powyzej rozszerzenie na [X|<“ tez jest dobrym quasi-porzadkiem.

Wskazowka: Zatozy¢ nie wprost, ze w [X|<“ istnieje ciag Ao, A1, . . ., ktory nie spelnia wa-
runku z definicji. Wybrac¢ taki ciag, dla ktorego ciag rozmiarow |Agl, |A1], . .. jest najwcze-
$niejszy leksykograficznie. Przeanalizowaé ciagi ag, aq, ... oraz Ag ~ {ao}, A1 ~ {a1},. ..,

gdzie a, € A, sa dowolne.
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