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Uwaga: Zadania 6, 7, 8, 9 1 10 z zestawu pierwszego sa wciaz aktualne. Jednak wyzszy
priorytet maja zadania dotyczace szerokosci drzewiaste;j.

Dobre quasi-porzadki - c.d.

Zadanie 1. Wykazac, Ze <o, na klasie wszystkich drzew jest dobrym quasi-porzadkiem.

Wskazowka: Udowodnié¢ dla drzew ukorzenionych. Ograniczy¢ sie do takich zanurzen topo-
logicznych, ktére zachowuja relacje przodek-potomek. Skorzystaé z zadania 10 z zestawu
1 oraz wskazéwki do niego.

Szerokos$é¢ drzewiasta

Zadanie 2 (Wlasnos¢ Helly’ego drzew). Niech 7 bedzie rodzing poddrzew drzewa T,
oraz niech k > 1.

(i) Wykazac, ze jezeli kazde dwa drzewa w 7T maja niepuste przeciecie, to przeciecie
wszystkich drzew z T jest niepuste.
(ii) Wykazaé, ze jezeli T nie zawiera k parami roztacznych drzew, to istnieje zbior k — 1
wierzchotkow drzewa T przecinajacy wszystkie drzewa z T .
Zadanie 3. Wykazac, ze dla dowolnego grafu G mamy, ze tw(G) rowna jest najmniejszej

liczbie w takiej, ze istnieje drzewo T oraz rodzina poddrzew (T},),ev(c) 0 nastepujacych
wtasnosciach:

(i) kazdy wezel t € V(T') nalezy do co najwyzej w + 1 poddrzew T;
(ii) dla kazdej krawedzi uv € E(G) zachodzi T, N'T, # 0.

Zadanie 4. Niech (T, (V;)icv(r)) bedzie dekompozycja drzewiastg grafu G i niech X C
V(@) indukuje klike w G. Wykazaé, ze istnieje t € T takie, ze X C V.

Zadanie 5. Wykazac, ze jesli H < G to tw(H) < tw(G).

Graf jest cieciwowy, jesli kazdy jego cykl dtugosci wiekszej niz 3 ma cieciwe.

Zadanie 6. Wykazac, ze graf jest cieciwowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje drzewo
T oraz rodzina poddrzew (T),),cv(q) 0 tej wlasnosci, ze dla dowolnych dwoch réznych
wierzchotkow u,v € V(G) mamy wv € E(G) wtedy i tylko wtedy gdy T,, N T, # 0.

Wskazowka: Wykazaé, ze jesli graf jest cieciwowy, to jest klikg lub ma separator bedacy
klika.

Kratg n x m nazywamy graf, ktorego wierzchotki sa etykietowane parami (i,7), gdzie
ie{l,...,n},7€{l,...,m} i dwa wierzcholki etykietowane parami (i, j) oraz (i, j') sa
polaczone krawedzia, gdy |i —i'| + |7 — 7| =1
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Zadanie 7. Wskazac¢ jak najlepsze oszacowanie gérne na szerokos¢ drzewiasta nastepu-
jacych grafow: cykl o 10 wierzchotkach, krata 10 x 10, pelne drzewo binarne o wysokosci
10 (i 2047 wierzcholkach), graf pelny K¢, graf pelny dwudzielny Kig 10.

Zadanie 8. Wykaza¢, ze istnieja kraty o dowolnie duzej szerokosci drzewiaste;j.

Zadanie 9. Niech G’ bedzie podpodzialem grafu G. Rozstrzygnaé, czy jest mozliwe, ze
tw(G") > tw(G) lub tw(G') < tw(G).

Zadanie 10. Wykazac¢, ze dla kazdego grafu G zachodzi tw(G) > 6(G), gdzie §(G) jest
minimalnym stopniem wierzchotka w G.

Zadanie 11. Wykazaé, ze jesli graf G nie zawiera cyklu dlugoséci wiekszej niz k, to
tw(G) < k— 1.

Wskazowka: Rozpatrzy¢ drzewo DFS grafu G.
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