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Glebokosé drzewiasta, szerokos$é Sciezkowa, sumowanie
wzdluz klik i wiry

Glebokoscig drzewiastq grafu G, oznaczang przez td(G) nazywamy najmniejsza liczbe d
o tej wlasnosci, ze istnieje ukorzeniony las F' taki, ze

(i) V(F) =V(G),
(ii) na kazdej Sciezce od korzenia do liscia w F' lezy co najwyzej d wierzchotkow,
(iii) dla kazdej krawedzi grafu G jeden z jej koricow jest przodkiem drugiego w F'.

Dekompozycjq Sciezkowq grafu G nazywamy taka dekompozycje drzewiasta (T, B), ze T
jest Sciezka. Szerokosé sciezkowa (ang. pathwidth) grafu G, oznaczana pw(G), to najmniej-
sza szeroko$¢ dekompozycji $ciezkowej grafu G.

Dla kazdego grafu G zachodzi
tw(G) < pw(G) < td(G) — 1.

Zadanie 1. Wykaza¢, ze jesli H < G, to td(H) < td(G). Wywnioskowaé, ze dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej d klasa grafow o glebokosci drzewiastej co najwyzej d jest
zamknieta na branie minoréw.

Zadanie 2. Wykaza¢, ze dla dowolnego grafu G o spdjnych skltadowych G, Gy, ..., G,
zachodzi:

1, jesli |[V(G)| =1
td(G) = ¢ 1 + min,ey ) td(G —v), jeslip=11|V(G)| > 1
maxe(1,.. py td(G), jesli p > 2.

Zadanie 3. Kolorowanie wierzchotkow grafu G jest scentrowane jesli dla kazdego spoj-
nego podgrafu H istnieje wierzchotek w H o unikalnym kolorze sposrod wszystkich wierz-
chotkéw w H. Scentrowana liczba chromatyczna G to najmniejsza liczba kolorow potrzeb-
na do scentrowanego pokolorowania G. Wykazaé, ze dla kazdego grafu scentrowana liczba
chromatyczna rowna jest glebokosci drzewiastej.

Zadanie 4. Wykazac, ze Sciezki maja dowolnie duza gtebokosé drzewiasta.

Zadanie 5. Wykazaé, ze lasy maja dowolnie duza szeroko$¢ Sciezkowa.

Zadanie 6. Wykaza¢, ze dla kazdego grafu n-wierzchotkowego G zachodzi
td(G) < (tw(G) + 1)(logyn + 1).

Zadanie 7. Niech G bedzie zamknieta na branie minoréw klasa grafow. Wykazaé, ze
nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) istnieje stala d o tej whasnosci, ze td(G) < d dla wszystkich G € G.
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(ii) istnieje stala w o tej wlasnosci, ze kazdy graf G € G ma taka dekompozycje drzewowa
(T, B) o szerokosci co najwyzej w, ze T ma $rednice co najwyzej w.
(iii) G nie zawiera wszystkich Sciezek.

Zadanie 8. Niech G bedzie zamknieta na branie minoréw klasa grafow, a G* jej domknie-
ciem na sumowanie wzdtuz klik.

(1) Wykazac, ze G* jest zamknieta na branie minorow

(2) Wykazac, ze jesli K,, € G, to K,, & G*.

(3) Wykazac, ze jesli G jest klasa wszystkich grafow majacych co najwyzej k + 1 wierz-
chotkéow, to G* jest klasa wszystkich graféw o szerokosci drzewiastej co najwyzej

k.

Zadanie 9. Wykazac, ze istnieje stata ¢ > 0 taka, ze kazdy graf planarny o co najwyzej
n wierzchotkach jest minorem kraty cn x cn.

Wskazowka: Wykazaé, ze kazdy graf planarny jest minorem nieduzo wiekszego grafu pla-
narnego majacego cykl Hamiltona.

Niech G bedzie grafem zanurzonym w powierzchnie z dziurami ¥ oraz niech L bedzie
jedna z dziur. Zalézmy, ze na brzegu L leza wierzcholki vy 1,v21, ..., v1, W tej kolejnosci.
Konstruujemy nowy graf G’, poprzez dodanie nowych wierzchotkow v; ; dlai € {1,..., k},
j € {2,...,t} oraz krawedzi miedzy kazda para réznych wierzchotkow v; ;, vy ;v gdzie i’ €
{i—1,i,i+ 1} (indeksy nalezy interpretowac cyklicznie). Mowimy wowczas, ze otrzymany
graf G’ powstal z G poprzez dodanie wiru o gtebokosci t w dziure L.

Rysunek 1: Dodanie wiru o glebokosci 3 do grafu majacego 6 wierzchotkéw na brzegu
dziury.

Zadanie 10. Pokazaé, ze istnieje (i znalez¢ jak najmniejsze) n takie, ze jezeli G jest
zanurzony w sfere z jedna dziura (czyli dysk domkniety), to K, nie jest minorem grafu
powstalego z G poprzez dodanie wiru gtebokosci 2.

Wskazowka: Zatozyé nie wprost, ze duza klika jest minorem pewnego grafu tej postaci i
rozpatrzy¢ najmniejszy taki graf. Wykazac, ze ma on ograniczona szerokos¢ drzewiasta.
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Zadanie 11. Wykazaé, ze grafy powstale z graféw planarnych zanurzonych w sfere z
dziurami przez dodanie b wiréw gltebokosci co najwyzej d maja minory klik rozmiaru
ograniczonego w terminach b i d.

Strona 3/3



