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Dualnosci szerokosci drzewiastej i Sciezkowe]j

Od tej chwili bedziemy czasami oznaczaé krate n x n przez H,.

Dwa podzbiory wierzchotkow A, B C V(G) dotykaja sie, jesli AN B # () lub istnieje
A-B krawedz. Rodzine spojnych podzbiorow V(G) takich, ze kazde dwa sie dotykaja,
nazywamy jezyng w G. Zbior X C V(G) trafia jezyne B, jesli dla kazdego B € B zachodzi
XNB # 0. Rzqd jezyny B to wielko$¢ najmniejszego zbioru trafiajacego B. Liczba jezynowa
grafu G oznaczana bn(G) to najwiekszy rzad jezyny w G.

Twierdzenie (o dualnosci szerokosci drzewiastej. Seymour, Thomas, 1993).
Dla kazdego k > 1, dla kazdego G zachodzi

tw(G) > k wtedy 1 tylko wtedy, gdy G ma jezyne rzedu wiekszego niz k.
Rownowaznie tw(G) = bn(G) — 1.
Zadanie 1. Wskazaé jezyne rzedu n + 1 w kracie H,,. Tym samym wykazaé, ze
tw(H,,) > n.

Zadanie 2. Dla ustalonego grafu GG oraz liczby catkowitej £ > 2, dwaj gracze — Policjant
i Ztodziej graja w nastepujaca gre:

* Policjant rozpoczyna stawiajac k policjantéw w helikopterach na wierzchotkach grafu
G, a wiec wybiera k-elementowy multizbior X; C V/(G). Pozniej Ztodziej, znajac
potozenie helikopterow, wybiera wierzchotek vy, w ktorym zacznie sie jego ucieczka
przed policja. Jesli v; € X; to Ztodziej natychmiast przegrywa. Ogodlnie rzecz biorac,
Ztodziej porusza si¢ wzdluz krawedzi grafu i jest nieskonczenie szybki, natomiast
policjanci poruszaja sie gdzie chea (stad helikoptery) ale sa nieskoriczenie ghupi. Gra
odbywa sie w warunkach pelnej informacji. Obaj gracze znaja graf G oraz znaja
potozenie swoich pionkow.

«x W rundzie i (i > 1) Policjant wybiera jeden z helikopterow, powiedzmy stojacy w
wierzchotku x; i wskazuje wierzcholek z! na ktorym helikopter ma wyladowac. (De-
cyzja ta jest funkcja polozenia helikopterow, czyli multizbioru X;, oraz potlozenia
Ztodzieja, czyli wierzchotka v;.) Wskazany helikopter unosi sie w powietrzu (a wiec co
najwyzej k — 1 wierzchotkow jest wtedy zajetych przez Policjanta), a docelowy wierz-
chotek jest ogloszony wszem i wobec, a wiec takze Ztodziejowi (sic!). Ztodziej poznajac
cel lotu helikoptera moze opusci¢ swoj wierzchotek i przemieszczaé¢ sie wzdtuz kra-
wedzi grafu. Przemieszczajac sie moze przejsé dowolnie wieloma krawedziami. Jesli
jednak Ztodziej sam wejdzie na wierzchotek zajety przez Policjanta, to zostaje ztapa-
ny. W koncu Ztodziej decyduje sie koriczy¢ swoja podréz, powiedzmy na wierzchotku
vi+1, @ helikopter Policjanta laduje na wierzchotku z%. Jesli Ztodziej tam jest, to zo-
staje ztapany Jesli nie, to rozpoczyna sie kolejna runda. Nowe potozenie helikopterow
specyfikuje multizbior X, = X; — {z;} U {z}}.
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Ztodziej wygrywa, jezeli nigdy nie zostanie ztapany przez Policjanta. Niech helicopter(G)
bedzie najmniejsza liczba k taka, ze Policjant ma strategie wygrywajaca w grze na grafie
G. Wykazaé, ze

helicopter(G) = tw(G) + 1.

Jak juz widzieliSmy wczesniej, lasy maja nieograniczong szerokosé sciezkowa. Okazuje sie,
ze minory laséw sg nieuniknione w grafach o duzej szerokosci Sciezkowej. Konkretniej:
Istnieje funkcja f taka, ze dla dowolnego n oraz dowolnego lasu F' na n wierzchotkach dla
kazdego grafu GG

jesli pw(G) > f(n) to F <G.

Twierdzenie to zostato opublikowane przez Robertsona i Seymoura w pracy Graph Minors
I: Excluding a forest (1983). Funkcja f wskazana w dowodzie jest monstrualna. Poznie;
ukazaly sie dwie prace upraszczajace dowdd i poprawiajace asymptotyke funkeji f. Celem
Zadan 3-5 jest wykazanie, ze dla dowolnego n oraz dowolnego lasu F' na n wierzchotkach
dla kazdego grafu G

jesli pw(G) =2n—1 to F<G.

Niech G bedzie grafem. Brzegiem 0X zbioru X C V(G) nazywamy zbior tych wierzchot-
kow z X, ktore sa polaczone krawedzia z wierzchotkiem spoza X. Dla n > 0, niech B,(G)
bedzie rodzing takich podzbiorow X C V(G), dla ktorych istnieje ciag ) = Xy C X; C
... € X = X spehiajacy [0X;|+ [ Xz N Xy <ndlal<i<s—1

Zadanie 3. Wykazac, ze jesli V(G) € B,(G), to pw(G) < n.
Niech A, B C V(G). Sciezka P = xq ... 1} jest A-B Scieikq jesli V(P) N A = {xy} oraz
V(P)N B = {xx}.

Zadanie 4. Niech Y € B,(G) oraz Z C Y. Wykazac, ze jesli istnieja takie roztaczne
Z-0Y sciezki (P,),eoz, 26 z € P, dla wszystkich z € 07, to Z € B, (G). Patrz rysunek.

Niech T bedzie drzewem o n + 1 wierzchotkach. Oznaczmy wierzchotki drzewa V(T') =
{v1,v9,...,v,41} W taki sposob, ze v; 1 ma dokladnie jednego sasiada w zbiorze {vy, ..., v;}
dla 1 < i < n. Oznaczmy przez T° poddrzewo T sktadajace sie z wierzchotkow {vy, ..., v;}.
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Zadanie 5. Wykaza¢, ze jesli pw(G) > n, to dla kazdego i € {1,...,n} istnieje taki zbior
X' e B,(G), ze

(i) |0X°| =1,
(ii) dla kazdego Y € B,(G), jesli X ¢ Y, to |0Y| > i oraz
(iii) istnieje taki model T® w G[X'], ze kazdy z i wierzcholkéw w zbiorze X' nalezy w
modelu do podgrafu odpowiadajacego innemu wierzchotkowi drzewa 71°.

Uwaga: Na potrzeby zadania o zatorach rozwazamy separacje w ktorych niektore krawe-
dzie moga by¢ po obu stronach! Separacjq grafu G nazywamy taka pare (A, B) podgrafow
grafu G, ze AU B = G. Liczbe |V(A) N V(B)| nazywamy rzedem separacji (A, B).

Niech k > 1 bedzie liczba catkowita. Zatorem rzedu k w grafie G nazywamy taka rodzine

S separacji rzedu mniejszego niz k, ze

(i) jesli (A, B) jest separacja rzedu mniejszego niz k, to (A, B) € S lub (B, A) € S;
(i) jesli (A1, B1),(Ag, By) € S, to Aj U Ay #G.
(iii) jesli (A, B) € S, to V(A) # V(G).

Zadanie 6. Wykaza¢, ze dla kazdego n > 1 istnieje drzewo binarne z zatorem rzedu n.
Bienstock, Robertson, Seymour i Thomas (1991) wykazali, ze zator rzedu k jest certyfi-
katem na to, ze graf ma szerokos¢ sciezkowa > k.

Twierdzenie (o dualnosci szerokosci $ciezkowej). Dla kazdej liczby catkowitej & > 1 i
kadego grafu G

pw(G) > k < G ma zator rzedu wiekszego niz k.

Zadanie 7. Wykaza¢ implikacje <= Twierdzenia o dualnosci $ciezkowej.

Zadanie 8. Wykazac¢, ze jezeli w grze z Zadania 2 Ztodziej jest niewidzialny (to znaczy po-
licja wybiera zbior X;,; jedynie na podstawie X;), to Policjant ma strategie wygrywajaca
dla k helikopterow wtedy i tylko wtedy, gdy pw(G) < k — 1.
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