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Splatania

Niech G bedzie grafem, a A, B C G beda podgrafami G. Para (A, B) jest separacje G
jesli AU B = G oraz E(A) N E(B) = 0. Rzqd separacji (A, B) rowny jest |V (A) NV (B)].
k-separacja G to separacja G o rzedzie mniejszy rownym k.

Rodzina (k — 1)-separacji T jest splgtaniem rzedu k w grafie G jesli

(T1) (A,B) €T lub (B, A) € T dla kazdej (k — 1)-separacji (A, B) grafu G,
(T2> Jeéll (Al, B1)7 (AQ, BQ), (Ag, Bg) S T, to Al U AQ U A3 7é G,
(T3) V(A) # V(G) dla kazdej (A,B) € T.

Niech tn(G) bedzie najwiekszym rzedem splatania w G.

Zadanie 1 (submodularnosé¢ rzedu separacji).
Jesli (Ay, By) 1 (Ag, Bs) sa separacjami w grafie G, to réwniez (A; N Ag, By U By) oraz
(A1 U As, By N By) sa separacjami. Co wiecej,

OI'd(Al N AQ, Bl U BQ) + OI'd(Al U A27 Bl N BQ) < Ol'd(Al, Bl) + OI'd(AQ, BQ)

Zadanie 2. Niech H ~ Hj. Rozwazy¢ rodzine T takich (k — 1)-separacji (A, B) grafu H,
ze B zawiera wiersz kraty H. Wykazaé, ze T jest splataniem rzedu k w H.

Niech G bedzie grafem takim, ze H < G. Zaproponowaé¢ analogiczne splatanie G rzedu k
indukowane przez krate H.

Zadanie 3. Niech T bedzie splataniem rzedu k grafu G. Wykazac, ze

(1) jesli (A, B) jest separacja w G taka, ze |V(A)| < k, to (A,B) € T,
(2) jesli (A,B) € T, a (A, B') jest (k — 1)-separacja taka, ze B C B’, to (A',B') € T,
(3) jesli (A, B),(A",B") € T oraz ord(AUA, BN B') <k, to (AUA . BNB)eT.

Dwa podzbiory wierzchotkow A, B C V(G) dotykaja sie, jesli AN B # () lub istnieje
A-B krawedz. Rodzine spojnych podzbioréw V(G) takich, ze kazde dwa si¢ dotykaja,
nazywamy jezyng w G. Zbior X C V(G) trafia jezyne B, jesli dla kazdego B € B zachodzi
XNB # 0. Rzqd jezyny B to wielko$¢ najmniejszego zbioru trafiajacego B. Liczba jezynowa
grafu G oznaczana bn(G) to najwiekszy rzad jezyny w G.

Trzy podzbiory wierzchotkow A, B, C' C V(G) dotykajq sie, jesli ANBNC' # () lub istnieje
krawedz w G taka, ze kazdy ze zbioréw zawiera cho¢ jeden koniec krawedzi. Rodzine
spojnych podzbiorow V(G) takich, ze kazde trzy sie dotykaja, nazywamy maling w G.
Zauwaz, ze kazda malina w G jest jezyna w G. Rzqd maliny to jej rzad jako jezyny.
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Zadanie 4. Wykazaé, ze dla kazdego grafu G
tn(G) rowne jest najwiekszemu rzedowi maliny w G.
Zadanie 5. Wykaza¢, ze dla kazdego grafu G

tn(G) < bn(G) < 2tn(G).

Niech G bedzie grafem i X C V(G). Zbior X jest wysoce spdjny w G (ang. highly connec-
ted) jesli dla dowolnych Y, Z C X istnieja roztaczne wierzchotkowo Y-Z $ciezki w G bez
wierzchotkow wewnetrznych w X. Niech he(G) bedzie maksymalnym rozmiarem zbioru
wysoce spojnego w G.

Niech £ > 11 X C V(G) jest k-zwarty jesli dla kazdego Y C V(G) takiego, ze |Y| < k
istnieje komponent G — Y zawierajacy wiecej niz potowe elementéw X. Niech link(G)
bedzie najwiekszym k dla ktorego istnieje zbiér k-zwarty w G.

Zadanie 6. Wykazaé, ze dla kazdego grafu GG
link(G) < bn(G) < 2link(G).
Zadanie 7. Wykazaé, ze dla kazdego grafu GG

bn(G) < he(G) < 3link(G) < 3bn(G).
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