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Splatania i matroidy

Uwaga: Zadania 2, 3, 6, 7 z zestawu szostego sa wciaz aktualne.

Niech G bedzie grafem, a T jego ustalonym splataniem rzedu k. Woéwczas dla dowolnego
zbioru wierzchotkow X C V(G) definiujemy wartosé x(X) jako minimalny rzad separa-
cji (A, B) € T takiej, ze X C V(A), lub jako k jezeli nie istnieje taka separacja. Tak
zdefiniowana funkcja spetnia aksjomaty funkcji rang: matroidu, to znaczy

* k(0) =0,
* (X) < /-i(X U{z}) < k(X) + 1 dla dowolnych X C V(G), z € V(G),
KX NY)+r(XUY)<k(X)+ k(YY) dla dowolnych X, Y C V(G).

Moéwimy, ze zbior X C V(G) jest niezalezny, jezeli k(X) = | X]|.

Zadanie 1. Wykazaé, ze zbiory niezalezne spetniaja nastepujace warunki:

* () jest niezalezny,

x podzbiory zbioréw niezaleznych sa niezalezne,

* dla dowolnych zbiorow niezaleznych X,Y C V(G), jesli |X| < |Y], to istnieje y €
Y — X taki, ze X U{y} jest niezalezny.

Zbior X C V(G) jest domkniety, jezeli dla dowolnego x € V(G)—X zachodzi k(X U{z}) >
K(X).

Zadanie 2. Wykazac, ze dla kazdego zbioru X C V/(G) istnieje dokladnie jeden zbior
domkniety Y taki, ze X CY C V(G) oraz (Y) = (X).

Taki zbiér Y nazywamy domknieciem zbioru X.

Na wyktadzie widzieliémy, ze jesli graf G ma splatanie rzedu wiekszego niz 2k2, to 2 x k <
G. Wykorzystamy te obserwacje w dowodzie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Erdés-Posa). Istnieje funkcja f taka, ze dla dowolnego grafu G i dla do-
wolnego k£ > 1

(i) G ma k roztacznych cykli lub
(ii) istnieje zbior X C V(G) taki, ze | X| < f(k) oraz G — X jest lasem.

Niech f(1) = 0 oraz f(k) = 24k* + 2f(k — 1) dla k > 2. Zal6zmy, ze twierdzenie nie
zachodzi dla pewnego k i wezmy najmniejsze takie k. Niech T bedzie rodzing wszystkich
takich (8k?)-separacji (A, B) grafu G, ze A — V(B) jest lasem.

Zadanie 3. Wykazaé, ze T jest splataniem rzedu 8k% + 1. A zatem G zawiera minor
kraty 2 x (2k). Co prowadzi do sprzecznosci. Jakiej? To zakoriczy dowodd Twierdzenia
Erdésa-Posy.
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Ostatnie zadanie w tym zestawie wykorzystamy jako obserwacje w trakcie dowodu Twier-
dzenia o kracie.

Ciag (Hi, ..., H;) podgrafow grafu G jest k-dysekcjg grafu G, jezeli dla kazdego i €
{1,...,t =1} para (HyU...UH;, Hiy1 U...U H,) jest k-separacja G.

Oznaczmy przez kg(X,Y) maksymalng liczbe roztacznych X-Y $ciezek w grafie G.

Zadanie 4. Niech Pi,..., P, beda roztacznymi X-Y §ciezkami w grafie G' i niech P, =
(vo, ..., vr). Wykazac, ze jezeli dla kazdego i € {1,...,t — 1} zachodzi kg_13(X,Y) <k,
to istnieje k-dysekcja (Hy, ..., H;) taka, ze

(i) X CV(H,),Y C V(H,) oraz
(11) v; € V(Hz) N V<Hz+1> dla 7 € {1, R 1}
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