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Drzewo splatan

Ustalmy graf G. Zbior wszystkich splatan w G jest (czesciowo) uporzadkowany inkluzja.
Splatania 7,7’ sa rozréznialne, jezeli sa nieporéwnywalne w posecie splatan lub rowno-
waznie jezeli istnieje separacja {A, B} grafu G taka, ze (A,B) € T i (B,A) € T'. Kaz-
da taka (niezorientowana) separacja {A, B} rozrdznia splatania T i T'. Jezeli separacja
{A, B} jest separacja rozrozniajaca 7 1 T’ o najmniejszym mozliwym rzedzie, to méwimy,
ze {A, B} rozroznia splatania T 1 T efektywnie. Splataniem maksymalnym w G nazywa-
my kazdy maksymalny element posetu wszystkich splatari. Skoro elementy maksymalne
posetu tworza antytancuch, to kazde dwa roézne splatania maksymalne sa rozréznialne.

Dwie jezyny By i By grafu G sa rozrdznialne, jezeli istnieje taki zbior X C V(G), ze
|X| < min{ord(B;),ord(B,)} oraz istnieja elementy B; € By oraz By € By lezace w
roznych sktadowych grafu G — X.

Bedziemy potrzebowaé¢ naturalnego przejécia z separacji krawedziowej do zwyktej sepa-
racji. Aby to przejscie dziatato, bedziemy przyjmowaé¢ niewinne zatozenie o grafie G, na
ktorym pracujemy, ze nie ma wierzchotkéw izolowanych. Kazda separacja krawedziowa
{E1, Ey} grafu G indukuje zwykla separacje {G[E,], G[Fs]}. Dzieki temu, ze G nie ma
wierzchotkéw izolowanych, kazdy wierzchotek G znajduje sie po co najmniej jednej stronie.
Dodatkowo tatwo widaé, ze ord(Ey, Ey) = ord(G[E1], G[Es]). Od tej chwili bedziemy ope-
rowa¢ skrotem myslowym i kiedykolwiek bedziemy mieli separacje krawedziowa {E, Eo}
i splatanie T, bedziemy pisa¢ (E1, Es) € T, jesli (G[E1], G[Es]) € T. Podobnie {E1, Es}
rozroznia splatania 7 1 77, jesli {G[E,|, G[Es]} rozréznia T 1 T".

Twierdzenie (o drzewie splatan). Niech G bedzie grafem bez wierzchotkéw izolowanych,
a T, 7Ta, ..., T, bedg splataniami maksymalnymi w G. Wowczas istnieje dekompozycja
drzewiasta (7T, V) razem z wyr6znionymi weztami Swiadczacymi oraz bijekcja 7 : V(T) —

{T1,...,Ta}, taka ze:

(i) dlakazdego splatania 7; = 7(t;) i dla kazdej krawedzi s's” w T, jesli ord(Ey g1, Egrg) <
ord(7;) i ' lezy na Sciezce z t; do " w T, to (Egrg, Eggr) € T;, oraz

(ii) dla kazdych dwu roznych splatan 7; = 7(t;), T; = 7(t;) istnieje krawedz s's” na
Sciezce z t; do t; w T taka, ze separacja {Eys, Egrg} rozroznia splatania 7; 1 7T;
efektywnie.

Zadanie 1. Korzystajac z poznanego na wyktadzie Twierdzenia o zagniezdzonym zbiorze
separacji rozrézniajacych splatania udowodni¢ Twierdzenie o drzewie splatan.

Zadanie 2. Wykazaé, ze kazdy n wierzchotkowy graf ma co najwyzej n maksymalnych
splatan.

Zadanie 3. Niech C bedzie cyklem na n wierzchotkach, a P;, P,, P; takimi wierzchotkowo
roztacznymi Sciezkami w C', ze V (P, )UV (P)UV (Ps) = V(C). Wowcezas {V (P1), V(P), V(Ps)}
jest jezyna w C. Wykazaé, ze wszystkie jezyny tej postaci sa parami rozréznialne, a wiec

C' ma co najmniej (g) parami rozréznialnych jezyn.
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Cylindrem m x n nazywamy graf o mn wierzchotkach postaci C;U...UC,UP, U...U
P, gdzie C1,0s, ..., C,, sa wierzchotkowo roztacznymi cyklami dlugosci m kazdy, a
P, P, ..., P, sa roztagcznymi wierzchotkowo §ciezkami, kazda o n wierzchotkach i kaz-
da przecinajaca cykle Cy, Cy, ..., C, w tej kolejnosci (patrz Rysunek 1).

Rysunek 1: Cylinder 8 x 4.

Zadanie 4. Niech G bedzie cylindrem (10n + 2) x n. Dla kazdego Y C V/(G) takiego, ze
|Y| < 2n niech f(Y) bedzie sktadowa grafu G — Y taka, ze

* Jesli G — Y ma dokladnie jedna skladowa zawierajaca jedna ze Sciezek P;, to f(Y)
jest ta sktadows;

x W przeciwnym wypadku tatwo widaé, ze |Y| = 2n 1 Y przecina kazdy cykl cylindra
G w doktadnie dwu wierzchotkach. Jesli istnieje i € {1,...,n} takie, ze ktorys z
komponentow G — Y zawiera co najmniej 5n + 1 wierzchotkéw cyklu C;, to niech @
bedzie najmniejsze mozliwe i wtedy f(Y') jest komponentem G — Y zawierajacym co
najmniej 5n + 1 wierzchotkow C;.

* W przeciwnym wypadku, niech f(Y") bedzie dowolnie wybranym komponentem G—Y'.

Niech B = {f(Y) | Y C V(G), gdzie |Y| < 2n}. Wykaz, ze B jest jezyna w G rzedu
co najmniej 2n + 1. Rozwazajac opisana konstrukcje, wywnioskuj, ze G ma 2" parami
rozroznialnych jezyn.

Strona 2/2



