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A-Sciezki 1 transwersalne $ciezki

Dla dowolnego grafu G oraz zbioru A C V(G), A-Sciezkq nazywamy $ciezke o diugo-
Sci (mierzonej liczba krawedzi) co najmniej 1, ktorej jedynymi wierzchotkami w A sa jej
korice. Dla dowolnego grafu G oraz zbioru A C V(G) przez v(G, A) oznaczamy maksy-
malng liczbe parami roztacznych A-sciezek w G. W szczegolnosci v(G) = v(G, V(G)) jest
rozmiarem najwiekszego skojarzenia w G.

Zadanie 1. Niech ki ¢ beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Wykazac, ze dla dowolnego
grafu G oraz zbioru A C V(G) zachodzi

(i) G zawiera k parami roztacznych A-Sciezek o dtugosci co najmniej ¢ lub
(ii) istnieje taki zbior X C V(G), ze | X| = O(kf) oraz grat G — X nie ma A-Sciezki
o dtugosci co najmniej £.

Wykazaé, ze dla dowolnych k oraz ¢ istnieje graf, dla ktorego v(G, A) = k oraz najmniejszy
zbior X przecinajacy wszystkie A-$ciezki o dtugosci co najmniej ¢ ma moc O (kf).

Zadanie 2. Niech k bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykazaé, ze dla dowolnego grafu
G oraz kazdego zbioru A C V(G) zachodzi

(i) G zawiera k parami roztacznych A-Sciezek o parzystej dtugosci lub
(ii) istnieje taki zbior X C V(G), ze |X| = O(k) oraz graf G — X nie ma A-Sciezki
o parzystej dlugosci.

Zadanie 3. Udowodni¢ formute Tutte’a-Berge’a: Dla dowolnego grafu G zachodzi

. 1
nG) = i (1014 55 |Gl
Kek(G-U)
1 .
3 ol (U] + V(G)] = odd(G = U)),
gdzie K(H) oznacza zbior spéjnych sktadowych grafu H, a odd(H) oznacza liczbe spoj-
nych sktadowych grafu H majacych nieparzysta moc.

Wskazowka: W dowodzie nieréwnosci > sprowadzi¢ do sytuacji, gdy G jest spojny. Prze-
prowadzi¢ indukcje wzgledem |V(G)|. Rozwazy¢ osobno przypadki, gdy istnieje wierz-
cholek zawarty we wszystkich najwiekszych skojarzeniach oraz gdy taki wierzchotek nie
istnieje.

Zadanie 4. Udowodni¢ Twierdzenie Gallai: Dla dowolnego grafu G oraz dowolnego zbioru
A C V(@) zachodzi

. 1
V(G A) = Jmin U+ > b]V(K) N A[J
KeK(G-U)
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Wskazowka: Zastosowaé formute Tutte’a-Berge’a do takiego grafu G', ze V(G') = V(G)U
{v|veV(G) — A} oraz E(G') = E(G) U{w' |v e V(G) — A} U{w' | uwv € E(G),v €
V(G) — A}

Niech G bedzie grafem, a S i T" dwoma roztacznymi zbiorami jego wierzchotkéw. Niech
ponadto S bedzie podziatem zbioru S na roztaczne (niekoniecznie spojne) bloki.

Zadanie 5. Dla dowolnego zbioru S’ C S definiujemy
r1(S") = ka(S',T) oraz (S ={AeS| S NA#0D}
Wykazaé, ze r i ry sa funkcjami rang pewnych matroidow.

Zadanie 6. Zatézmy, ze kazdy blok w S jest spojny. Niech k oznacza maksymalng liczbe
parami roztacznych S-T-Sciezek o tej wlasnosci, ze kazdy blok w S zawiera koniec co
najwyzej jednej Sciezki. Niech B C V(G) bedzie zbiorem przecinajacym wszystkie bloki
z S. Wykazaé, ze (B, T) > £.
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