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strona kursu: https://piotrmicek.staff.tcs.uj.edu.pl/strukturalna/
zrodta, materiaty:

e kurs wzorowany jest na kursie Jima Geelena Introduction to Graph Minors
wyktadanym na Uniwersytecie w Waterloo na jesieni 2016; nagrania 24 wyktadow
dostepne sg tutaj;

e rozdzial Graph Minors w ksigzce Rheinharda Diestela Graph Theory jest po-
wszechnie uwazany za najlepsze wprowadzenie do Strukturalnej Teorii Grafow;
ksigzka jest dostepna w sieci.

e dodatek o powierzchniach powstal w oparciu o ksiazke Bojana Mohara i Carstena
Thomassena Graphs on Surfaces.

Jak ,wyglgdaje” grafy bez K,-minoru' ?

Dla matych wartosci n znamy doktadng charakteryzacje takich graféw. Dla n = 3
sg to lasy, dla n = 4 sg to grafy o szerokosci drzewiastej nieprzekraczajacej 2.
Charakteryzacja graféw bez Kj; minoru jest opisana przez Twierdzenie Wagnera
(1937): Kazdy graf bez Ks-minora mozna skonstruowaé przez sklejenia graféw wzdhuz
klik wielkoSci co najwyzej 3, zaczynajac od planarnych triangulacji i grafu Wagnera
(patrz Rysunek 1). Dla n = 6 nie jest znana doktadna struktura graféw bez K-
minora, sa jedynie hipotezy, na przyktad Hipoteza Jorgensena (1994), ktéra moéwi ze
kazdy 6-sp6jny graf bez Kg-minora jest grafem apeksowym, a wigc ma wierzchotek
ktérego usuniecie powoduje, ze graf jest planarny.

ldopemiacz od minor to minoru, a nie ,minora” (https://sjp.pwn.pl/so/minor;4465623.html)


https://piotrmicek.staff.tcs.uj.edu.pl/strukturalna/
http://www.math.uwaterloo.ca/~jfgeelen/CO749/lectures.html
https://sjp.pwn.pl/so/minor;4465623.html
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RYSUNEK 1. Sklejenie dwu triangulacji i grafu Wagnera.

Dla n > 6 prawdopodobnie nigdy nie poznamy twierdzen charakteryzujacych grafy
bez K,-minoru. Poznamy za to Strukturalne twierdzenie o grafach, ktoére aproksymuje
strukture graféw bez K,,-minoréw, podajac dla kazdego n pewien warunek opisujacy
strukture grafu, ktéry jest konieczny do tego, zeby graf nie zawieral K,,-minoru, oraz
jednoczesnie dla pewnego m jest warunkiem wystarczajacym do tego, zeby graf nie
zawieral K,,-minoru.

Twierdzenie to zostalo udowodnione przez Neila Robertsona i Paula Seymoura. Jedna
z konsekwencji tego wyniku jest pozytywna weryfikacja Hipotezy Wagnera, ktora
mowi, ze w dowolnym nieskonczonym zbiorze graféw istniejg dwa takie, ze jeden
jest minorem drugiego. Dowdd tego twierdzenia jest przedstawiony w serii prac
zatytutowanej Graph Minors publikowanych w latach 1983-2011. Seria ta sktada sie
z ponad 20 prac obejmujacych tacznie prawie 750 stron.

1. MINORY I SZEROKOSC DRZEWIASTA

Graf H jest minorem G, jedli istnieje rodzina (U,)yev () niepustych podzbioréw
V(G) taka, ze:

e zbiory U, sa parami roztaczne;
e graf indukowany G[U,] jest spéjny dla kazdego v € V(H);
e jesli v’ € E(H), to E(U,,Uy) # 0.

Piszemy wtedy H < G. Rodzine (U, )ev () jak powyzej, nazywamy modelem H w
G.

Cwiczenie (1.2). Graf H jest minorem grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy mozna
otrzyma¢ z G graf izomorficzny do H, wykonujac ciag operacji:
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e usuniecie wierzchotka;

e usuniecie krawedzi;

e kontrakcja krawedzi, czyli $ciagniecie krawedzi taczacej dwa wierzchotki v i v do
jednego wierzchotka, ktérego sagsiadami sa te wierzchotki, ktore sasiaduja z u lub
.

H jest topologicznym minorem G, jedli istnieje funkcja réznowartosciowa ¢ : V(H) —
V(G) oraz rodzina (F,)ccpm) $ciezek w G taka, ze

o jezeli e € E(H) ma konce w wierzcholtkach u i v, to P, jest $ciezky o koncach w
b(u) i 6(v);

e dla dowolnych dwdéch krawedzi e, e’ € E(H) Sciezki P. i P. sa roztaczne poza
koncami.

Piszemy wtedy H <iop G. Wierzcholki ¢(u) nazywamy rozgalezieniami, a pozostate
wierzchotki na $ciezkach P. nazywamy wierzchotkami dodatkowyms

Podpodziatem (ang. subdivision) grafu nazywamy kazdy graf, ktéry mozna otrzymac
zastepujac niektore krawedzie wyjsciowego grafu nowymi Sciezkami taczacymi konce
tych krawedzi w taki sposéb, ze kazde dwie z tych Sciezek sa roztaczne wierzchotkowo
poza koncami. Stad graf H jest minorem topologicznym grafu G, jesli zawiera podgraf
izomorficzny do podpodziatu H.

Cwiczenie (1.1).

(i) Wykazad, ze jesli H <p G, to H < G.
(ii) Wykazaé, ze implikacja w druga strone nie jest prawdziwa.
(iii) Wykazad, ze jezeli kazdy wierzchotek grafu H ma stopien co najwyzej 3 oraz
H =< G, to H "<t0p G.

Klasa grafow G jest zamknieta na branie minorow, jezeli dla kazdego G € G wszystkie
minory grafu GG naleza do G.

Jednym z najwazniejszych wnioskéw ze Strukturalnego twierdzenia o grafach jest:

Twierdzenie 1.1 (twierdzenie Robertsona-Seymoura). Dla kazdej klasy G zamknietej
na branie minoréw istnieje skoriczony zbior grafow {Hy, ..., H,} o tej wlasnosci,
ze G sktada sie doktadnie z tych grafow, dla ktorych Zaden z Hy, ..., Hy nie jest
minorem.

Cwiczenie (1.9). Wykazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Kazda zamknieta na branie minoréw klasa graféw G jest okre$lona przez pewien
skoniczony zbiér {Hy, ..., Hy} zabronionych minoréw, to znaczy taki zbior, ze
G sktada sie doktadnie z takich graféw G, ze zaden graf H; nie jest minorem G.
(ii) Z kazdego nieskoniczonego zbioru graféw da sie wybra¢ dwa takie, ze jeden jest
minorem drugiego.
(iii) Istnieje przeliczalnie wiele klas graféw zamknietych na branie minoréw.
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(iv) Dla kazdej zamknigtej na branie minoréw klasy graféw problem przynaleznosci
do klasy jest rozstrzygalny.

Tak naprawde, z prac Robertsona-Seymoura wynika wiecej. Dla dowolnej klasy G
zamknietej na branie minoréw istnieje algorytm rozwigzujacy problem przynaleznosci
do G w czasie O(n?). Bruce Reed i Ken-ichi Kawarabayashi zredukowali czas dziala-
nia do O(nlogn), a pod koniec 2016 roku Bruce Reed oglosit istnienie algorytmu
dziatajacego w czasie O(n). Z powyzszych réwnowaznosci problem ten redukuje sie
do:

Problem H-MINOR-TESTING.

Wejscie: graf G
Wyjscie: TAK, jesli H jest minorem G, NIE w przeciwnym przypadku.

Dla kazdego grafu H istnieje algorytm rozwiazujacy H-MINOR-TESTING W czasie
O(n®) (a by¢ moze nawet liniowym).

Dekompozycjq drzewiastq grafu G nazywamy pare (T, B), gdzie T jest drzewem, a
B = (Bi)icv () jest taka rodzing niepustych podzbioréw V(G) zwanych workami, ze:

(Tl) UteV(T) By = V(G)>

(T2) dla kazdej krawedzi uv € E(G) istnieje t € V(T') o tej whasnosci, ze u,v € V,,

(T3) dla dowolnych weztéw ty,tq,t3 € V(T'), jezeli ty lezy na Sciezce miedzy weztami
tl 1t2 w T, to Bt1 thB Q ‘/152.

Szerokosciq dekompozycji (T, B) nazywamy wartos¢ max,ev () | Bi| — 1. Szerokosc
drzewiasta (ang. treewidth) grafu G to najmniejsza szeroko$é dekompozycji. Zbiory
By nazywamy workami dekompozycji.

Cwiczenie (2.5). Jesli H < G, to tw(H) < tw(G).

Natychmiastowa implikacjg powyzszego ¢wiczenia, jest ze klasa graféw o szerokosci
drzewiastej co najwyzej k jest zamknieta na branie minorow dla kazdej liczby k.

2. PRZYKLADY KLAS GRAFOW ZAMKNIETYCH NA BRANIE MINOROW

Niektore klasy graféw zdefiniowane przez swoja strukture sg zamkniete na branie
minoréw. Oto kilka przyktadow takich klas:

Przyktad 2.1 (grafy planarne). Twierdzenie Kuratowskiego (1930) méwi, ze lista
zabronionych minoréow dla graféw planarnych sktada sie z dwoch graféw - grafu
pelnego K oraz grafu pelnego dwudzielnego K 5.

Przyktad 2.2 (grafy zewnetrznie planarne). Zabronione minory dla graféw zewnetrz-
nie planarnych to K4 i Ky 3.
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Przyktad 2.3 (grafy apeksowe). Graf jest apeksowy (ang. apex graph), jesli mozna
usunaé jeden wierzchotek grafu w taki sposéb, zeby powstaty graf byt planarny.
Na mocy twierdzenia Robertsona i Seymoura wiemy, ze istnieje skonczona lista
zabronionych minoréw dla graféw apeksowych. Lista ta sktada sie z co najmniej
157 grafow i zawiera miedzy innymi graf petny Ky oraz sume roztaczna grafow K i
K33, jednak nie wiadomo ile doktadnie jest zabronionych minoréw. Mimo to znamy
liniowy algorytm, ktory rozstrzyga czy graf jest apeksowy.

Przyktad 2.1 mozna uogélni¢ na dowolng powierzchnie® X:

Przyktad 2.4 (grafy zanurzalne w powierzchnie 3J). Dla sfery sa to po prostu grafy
planarne. W przypadku ptaszczyzny rzutowej, lista zabronionych minoréw sktada
sie z doktadnie 103 graféw. Dla pozostatych powierzchni nie jest znana pelna lista
zabronionych. Juz dla stosunkowo prostej powierzchni, jaka jest torus wiadomo, ze
jest wiecej niz 16 tysigcy zabronionych minoréw.

Przyktad 2.5 (grafy o ograniczonej szerokosci drzewiastej). Dla dowolnej dodatnie;
liczby catkowitej k klasa grafow, ktorych szerokosé drzewiasta wynosi co najwyzej
k jest zamknieta na branie minoréw. Dla & = 1 zabroniony minor to K3, dla k£ =2

zabroniony minor to K. Dla k = 3 lista zabronionych minoréw liczy 4 grafy (patrz
Rysunek 2).

Ks K222 Cs x Ko w

RYSUNEK 2. Zabronione minory dla graféw o szerokosci drzewiastej
co najwyzej 3.

Kazda z powyzszych klas jest zdefiniowana poprzez okreslenie pewnej struktury, jaka
majg grafy w tych klasach. Inny sposéb w jaki mozna okresli¢ zamknietg na branie
minoréw klase graféw jest podanie explicite listy zabronionych minoréw, na przyktad:

Przyktad 2.6 (grafy bez Sciezki dtugosci k). Dla dowolnej dodatniej liczby catkowite;
k grafy nie zawierajace $ciezki dtugosci k£ to dokladnie te grafy, ktérych minorem nie
jest $ciezka dtugosci k.

Przyktad 2.7 (grafy bez k roztacznych cykli). Dla kazdej liczby catkowitej dodatnie;
k klasa graféw nie majacych k roztacznych cykli jest okreslona przez jeden zabroniony
minor — sume roztaczng k£ 3-cykli.

Przyktad 2.8 (lasy). Szczegblnym przypadkiem poprzedniego przyktadu dla k& =1
jest klasa wszystkich lasow

Jako ostatni przedstawiamy pewien zdumiewajacy przyktad.

2Powierzchnie sa zdefiniowane w Dodatku A
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Przyktad 2.9 (knotlessly-embeddable graphs). Rozpatrzmy klase takich graféw, dla
ktorych istnieje takie zanurzenie w R3, ze kazdy cykl w grafie jest przeksztatcany
w wezel ktory da sie w sposéb ciggly rozsuptaé¢ do prostej petelki. Nie jest znany
algorytm, ktéry rozstrzyga, czy graf nalezy do tej klasy. Jednak na mocy twierdzenia
Robertsona Seymoura wiemy, ze taki algorytm istnieje. Nie jestedmy jednak w
stanie skonstruowac tego algorytmu i nawet, gdybysmy mieli taki algorytm, to nie
umieliby$my o nim pokazaé ze jest prawidtowy!

3. JAKOSCIOWE TWIERDZENIA STRUKTURALNE

3.1. Przyklady. Pierwszy przyktad jakoSciowego twierdzenia strukturalnego opisuje
strukture grafow nie zawierajacych dtugich Sciezek. Niech Py bedzie klasa graféw
bez Sciezki dtugosci k (liczymy krawedzie) jako podgrafu. Oczywiscie taka klasa
jest zamknieta na branie minoréw i jest zdefiniowana przez jeden zabroniony minor
(rzeczona Sciezka). Jak te grafy wygladaja? Jaka jest ich struktura?

Ukorzenionym lasem nazywamy sume roztacznych ukorzenionych drzew. Wysokoscig
ukorzenionego lasu F' nazywamy maksymalng liczb¢ wierzchotkow na Sciezce od
korzenia do licia w F'. Domkniecie clos(F') ukorzenionego lasu F, to graf powstaly
przez dodanie w F' krawedzi taczacych kazdy wierzchotek z wszystkimi jego przodkami.
Glebokosé drzewiasta grafu G, oznaczana td(G), to najmniejsza liczba k taka, ze
istnieje ukorzeniony las F' o wysokosci k taki, ze G C clos(F).

3x3 F i clos(F) 3 x 3 C clos(F)
RYSUNEK 3. Krata Hs zanurzona w domkniecie drzewa wysokosci 5.

Niech &) bedzie klasa graféw o glebokosci drzewiastej co najwyzej k.

Cwiczenie. (3.1) Wykazaé, ze jesli H < G, to td(H) < td(G). Zatem Xj jest
zamknieta na branie minoréw.

Cuwiczenie. (3.4) Wykazaé, ze Sciezki maja dowolnie duza gleboko$¢ drzewiasta.
Twierdzenie 3.1. Istnieje funkcja f taka, zZe dla kazdego k > 1 zachodzi
P C X2 C 'Pf(k2).

Dowadd. Pierwsze zawieranie jest konsekwencja nastepujacej obserwacji.
Obserwacja 3.2. Niech G bedzie spojnym grafem, w ktorym najdtuzsza $ciezka ma

dtugo$c k. Jesli Py i Py sq Sciezkami w G o diugosci k, to te Sciezki sie przecinajq.

Rownowaznie, niech G bedzie spojnym grafem o najdluiszej Sciezce dlugosci k i P
bedzie sciezkg w G dlugosci k. Wtedy G — P ma Sciezki dlugosci co najwyzej k — 1.
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Niech G € Py. Checemy wskazaé ukorzeniony las F' wysokosci co najwyzej k? taki, ze
G C clos(F'). Kazda spdjna sktadowa G bedziemy zanurza¢ w osobnym drzewie F.
Przyjmijmy, ze G jest spojny i niech P bedzie najdtuzszg Sciezka w G. Wtedy G — P
ma Sciezki dhugoéci co najwyzej k — 2. Budujemy drzewo F rekurencyjnie jak na
rysunku ponizej. Istnienie funkcji f i drugie zawieranie wynika bezposrednio z faktu,

Q @ Q sktadowe G — P

RYSUNEK 4. Zanurzenie G w ukorzeniony las matej wysokosci.

ze Sciezki maja nieograniczong gleboko$é drzewiasta. Za wartosé f(k) wystarczy
przyjac¢ takie n ze $ciezki dtugosci co najmniej n maja gteboko$¢ drzewiasta wicksza

od k. O

Whniosek 3.3. Zamknicta na branie minorow klasa G ma ograniczong gleboko$é
drzewiastqg wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera wszystkich sciezek.

Kolejny przyktad dotyczy graféw, ktére maja ograniczong liczbe wierzchotkowo
roztacznych cykli. Niech C bedzie klasa graféw bez k roztacznych wierzchotkowo
cykli. Zatem C; to klasa laséw. Zauwazmy, ze Cp jest zdefiniowana w terminach listy
zabronionych minoréw. Lista ta ma jeden graf: to jest k roztacznych kopii Cj. Jak
wygladaja grafy w C,?

Twierdzenie 3.4 (Erdés-Pésa, 1965). Istnieje funkcja f taka, Ze dla kazdego k > 1
i kazdego grafu G zachodzi:

(i) G ma k rozlgcznych cykli, lub
(ii) istnieje podzbior X C V(G) taki, ze |X| < f(k) oraz G — X nie ma Zadnych
cykli (jest lasem).

Latwo zauwazyé, ze jesli dla grafu G istnieje taki podzbiér X C V(G) o mocy co
najwyzej f(k), ze G — X jest lasem. to w G nie ma f(k) + 1 roztacznych cykli, wiec
na twierdzenie Erdosa-Posy mozemy patrzeé¢ jak na aproksymacje klasy grafow bez
k roztacznych cykli. Jedli oznaczymy przez przez Hy grafy dla ktérych istnieje zbiér
co najwyzej k wierzchotkéw po ktérych usunieciu graf staje sie lasem (mozemy je
nazywaé k-apeksowymi lasami). Hy jest zamknieta na branie minoréw klasa graféw,

ktora spelnia
Hi—1 € C € Hyp

Funkcja f z twierdzenia Erdésa-Pdsy moze byé nawet O(nlogn), a mozna znalezé np.
w rozdziale 2. ksiazki Diestela. My jednak udowodnimy to twierdzenie, z duzo szybciej
rosnacg funkcjg, na drodze do dowodu twierdzenia o kracie, o ktérym ponizej.
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RYSUNEK 5. Graf z klasy Hy.

Kolejny przyktad dotyczy grafow, ktére nie zawieraja duzej kraty jako minoru.

Twierdzenie 3.5 (o kracie, Robertson-Seymour, 1986). Istnieje taka funkcja f, ze
dla kazdego grafu G i dla kazdego k jesli krata By nie jest minorem G, to tw(G) <
f (k).

Latwo zauwazy¢, ze kazdy graf planarny jest minorem pewnej kraty. Otrzymujemy
wiec nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.6. Istnieje taka funkcja f, Ze dla kaZdego grafu planarnego H jesli
H A£G, totw(GQ) < f(H).

Cwiczenie (3.9). Jak duza krata jest potrzebna, aby kazdy n-wierzchotkowy graf
planarny byl jej minorem?

Z drugiej strony jesli rozwazymy graf nieplanarny H to klasa graféw niezawierajacych
H jako minoru zawiera wszystkie grafy planarne i w szczegélnosci wszystkie kraty. A
wiec grafy z takiej klasy maja nieograniczona szerokos¢ drzewiastg. Otrzymujemy
wiec charakteryzacje graféw planarnych.

Whniosek 3.7. Dia kazdego grafu H nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(i) Grafy bez H-minoru majg ograniczong szeroko$é drzewiastq,
(ii) H jest planarny.

Poniewaz kraty maja dowolnie duzg szerokos$¢ drzewiasta (Cwiczenie 2.8) twierdzenie
daje nam kolejne jakosciowe twierdzenie strukturalne. Niech Forb(H) = {G | H £ G}
i niech Z; bedzie klasg graféw o szerokosci drzewiastej co najwyzej k. Wtedy istnieja
funkcje f i g takie, ze

Forb () C Z ) C Forb (g )-

Ostatni przyktad jest topologiczny i dotyczy graféw zanurzalnych w powierzchnie.
Oznaczmy przez G klase grafow niezawierajacych k roztacznych podgraféw niepla-
narnych, a przez Sy klase powierzchni, w ktorych nie da sie zanurzy¢ k roztacznych
nieplanarnych graféw.

Twierdzenie 3.8 (Robertson, Seymour). Istnieje funkcja f taka, zZe dla kazdego
grafu G jesli G € Gy, to istnieje podzbior X C V(G) taki, ze | X| < f(k) oraz G — X
da sie zanurzyé w powierzchnie z Sy.
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W oczywisty sposéb jesli G jest takim grafem, ze po usunieciu co najwyzej f(k)
wierzchotkéw otrzymamy graf zanurzalny w powierzchnie z Si, to G zawiera co
najwyzej f(k)+k roztacznych nieplanarnych podgraféw, wiec nieformalnie twierdzenie
3.8 implikuje, ze graf nie zawiera wielu roztacznych nieplanarnych podgraféw wtedy
i tylko wtedy, gdy z G da sie usuna¢ niewiele wierzchotkéow aby otrzymadé graf
zanurzalny w powierzchnie o ograniczonym genusie.

3.2. Konstrukcje. Niech G bedzie klasa zamknieta na branie minoréow. Wowczas
moéwimy, ze graf G

Niech G i H beda roztacznymi grafami. Niech X bedzie klika w G, a Y klika w H,
gdzie | X| = |Y|. Sumg G i H wzdiuz X 1Y jest graf powstaly z tych graféw po
identyfikacji wierzchotkéw X z wierzchotkami Y (zgodnie z ustalona bijekcja), oraz
by¢ moze usuniecie niektérych krawedzi zidentyfikowanej kliki.

Cwiczenie (3.8). Niech G bedzie zamknietg na branie minoréw klasg graféw, a G* jej
domknieciem na sumowanie wzdtuz klik.

(1) Wykazaé, ze G* jest zamknigta na branie minoréw

(2) Wykazaé, ze jesli K,, € G, to K,, € G*.

(3) Wykazaé, ze jesli G jest klasa wszystkich graféw majacych co najwyzej k + 1
wierzchotkéw, to G* jest klasa wszystkich graféw o szerokosci drzewiastej co
najwyzej k.

Niech G bedzie grafem zanurzonym w powierzchnie z brzegiem Y (h, ¢; 1) oraz niech
L bedzie jedna z [ dziur. Zatézmy, ze na brzegu L leza wierzcholki vy 1,v91, ..., vk 1,
w tej kolejnosci. Konstruujemy nowy graf G’, poprzez dodanie nowych wierzchotkéw
vij dlad € {1,...,k}, j € {2,...,t} oraz krawedzi miedzy kazda para réznych
wierzchotkow wv; ;, vy ;o gdzie ' € {i — 1,4,7 + 1} (indeksy nalezy interpretowac
cyklicznie). Méwimy woéwczas, ze otrzymany graf G’ powstal z G poprzez dodanie
wiru o gtebokosci t w dziure L.

RYSUNEK 6. Dodanie wiru o gltebokosci 3 do grafu majacego 6 wierz-
chotkéw na brzegu dziury.

Méwimy, ze graf G powstat z grafu H przez dodanie co najwyzej k apeksow, jesli
istnieje zbior X C V(G) taki, ze | X| < k oraz G — X = H.
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Obserwacja 3.9. Niech G bedzie klasq zamknietg na branie minoréw, a G* klasq
grafow otrzymanych z grafow z G przez dodanie co najwyzej k apeksow. Wowczas
G¥ jest klasq zamknietg na branie minoréw oraz jesli G nie zawiera K,,, to GF nie
zawiera K, yy.

3.3. Strukturalne twierdzenie o grafach. Niech n > 0. Niech S(n) bedzie zbio-
rem powierzchni z brzegiem o genusie Eulera co najwyzej n i o co najwyzej n dziurach.
Niech Gy (n) oznacza klase graféw, ktére da si¢ zanurzy¢ w powierzchnie z S(n). Niech
G2(n) oznacza klase graféw otrzymanych przez dodanie wiru o gltebokosci n do graféw
w klasie G1(n). Niech G3(n) oznacza klase graféw otrzymanych z graféw z G4(n) przez
dodanie n apekséw. Niech G4(n) oznacza domkniecie klasy Gs(n) na klejenie wzdtuz
klik. Niech G(n) oznacza domkniecie G4(n) na branie minoréw.

Twierdzenie 3.10 (Strukturalne twierdzenie o grafach). Dia kazdej liczby t > 1
istnieje taka liczba n > 0, Ze wszystkie grafy bez K;-minoru sq zawarte w G(n).

Gdyby dla jakiegos n > 0 klasa G(n) zawierata wszystkie grafy, to strukturalne
twierdzenie o grafach byltoby spetnione w sposéb trywialny. Aby wykazaé, ze tak nie
jest, wystarczy wykazaé, ze dla kazdego n istnieje graf, ktory nie jest minorem grafu
z klasy Ga(n).

Twierdzenie 3.11 (Ringel-Youngs). Niech 3 bedzie powierzchnig o genusie Fulera
g orazt > 3. Wowczas graf peiny K, da sie zanurzyé w X wtedy i tylko wtedy, gdy
(t—3)(t—4) < 6g.

To, ze K, da sie zanurzy¢ tylko w powierzchnie o genusie co najmniej (¢t — 3)(t — 4)
wynika z nieréwnosci Eulera dla powierzchni, ktéra méwi, ze jezeli graf G da sie
zanurzy¢ w powierzchnie o genusie g, to |E(G)| < 3|V(G)| — 6+ 3g. Druga implikacja
jest duzo trudniejsza do wykazania, wykazemy ja jedynie z doktadnoscia do czynnika
multiplikatywnego — wykazemy, ze K; da sie zanurzy¢ w kazda powierzchnie o genusie
Eulera co najmniej 2(¢ — 1)%. Rozszczepiong kratg t X t nazywamy graf otrzymany z
dwoch kopii kraty ¢ x t, przez polaczenie odpowiadajacych sobie wierzchotkéw w obu
kratach oraz usunieciu wszystkich poziomych krawedzi w jednej kracie i wszystkich
pionowych krawedzi w drugiej kracie.

vV
a4
4

RYSUNEK 7. Rozszczepiona krata 4 x 4.

Rozszczepiong krate ¢ X t mozna narysowaé na plaszczyznie tak, zeby byto jedynie
(t — 1)? skrzyzowari, a powierzchnia o genusie co najmniej 2(¢ — 1)? ma co najmniej
(t —1)? raczek (by¢ moze skreconych), wiec da si¢ w nig zanurzy¢ rozszezepiong krate
t x t. Graf pelny K, jest minorem rozszczepionej kraty ¢ x ¢, wiec réwniez da sie go
zanurzy¢ w kazda powierzchnie o genusie co najmniej 2(t — 1)
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Twierdzenie 3.12. Dla kaidego n istnieje takie t = t(n), Ze klasa G(n) nie zawiera
grafu K.

Dowad. Jezeli K; € G(n), to pewien graf z klasy G4(n) ma K-minor, wiec ktorys
graf z G3(n) ma K;-minor, co z kolei oznacza, ze pewien graf z Go(n) ma K;_,-minor.
Jesli wiec wykazemy, ze dla kazdego n istnieje takie to = ta(n), ze grafy z Go(n) nie
maja Ky,-minoréw, to teza zadania bedzie zachodzi¢ dla t(n) = ta(n) + n.

Niech f(g,¢,n) = (2g+¢) - (3n+1) Wykazemy indukcyjnie wzgledem wartosci 2g + ¢,
ze jezeli G jest grafem zanurzonym w powierzchnie Y(h,c;¢) o genusie g w taki
sposéb, ze kazdy wierzcholek lezy na jednej z £ dziur, to w grafie G otrzymanym z
G przez dodanie wiru o glebokosci n nie ma Ky, ¢ ,)-minoru.

Jezeli 29 + ¢ = 1 to mamy do czynienia z grafem zanurzonym w dysku, gdzie
wszystkie wierzchotki leza na brzegu dysku. Szerokosé¢ drzewiasta graféw zewnetrznie
planarnych wynosi co najwyzej 2, wiec po dodaniu wiru o gtebokosci n otrzymujemy
graf, ktérego szerokos$¢ drzewiasta wynosi co najwyzej 3n — 1, wiec nie ma w nim
K3, 1-minoru.

Zatézmy wiec, ze 2g + ¢ > 1. W przypadku, gdy ¢ > 2 i w G istnieje krawedz
e = zy miedzy wierzchotkami lezacymi na dwoch réznych dziurach, rozwazmy graf
Go = G — {z,y}. Graf ten w naturalny sposéb mozna zanurzy¢ w powierzchnig

Y(h,c; ¢ — 1) oraz dla zbioru X C V(@) skladajacego sie z wierzchotkéw x, y oraz
stowarzyszonych wierzchotkéw w wirach zachodzi:

G_Xgém

wiec z zatozenia indukeyjnego w G nie ma K;-minoru dla t = (2g+¢—1)(3n+1)+|X],
czylit < f(g,¢,n).

Jezeli w GG nie ma krawedzi taczacej rézne dziury, to albo istnieje krawedz e o obu
koncach na jednej murze po ktorej usunieciu powierzchnia jest spdjna, albo kazda
sktadowa grafu G powstata przez dodanie wiru do grafu zanurzonego w (0,0;1). W
pierwszym przypadku prowadzac rozumowanie podobne do tego powyzej mozemy
wykazaé, ze G nie ma Ky-minoru dla t = f(g — 1,/,2) 4+ 2n, a w tym drugim wiemy,
ze w grafie G nie ma Ks,,;-minoru. To koniczy dowéd indukeyjny.

Teraz, wykazemy, ze mozemy wybraé to(n) = [3y/n+ 4] + f(n,n,n)

Zalézmy, ze dla pewnego grafu G zanurzonego w X(h, c,n) graf G powstaty przez
dodanie wirow o gtebokosci n zawiera Ky,-minor i wezmy minimalny w relacji < taki
graf. Woéwczas w modelu grafu K, w grafie G kazdy worek albo jest singletonem,
albo ma kazdy wierzchotek na jednej z ¢ dziur. Usuwajac singletony, ktérych na
mocy twierdzenia 3.11 jest nie wiecej niz [3y/n + 4], dostajemy graf o wszystkich
wierzchotkach na dziurach, wigc na mocy tego co wykazaliSmy wczesniej jest nie ma
on Ky n n)-minoru.

O
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4. TWIERDZENIE MENGERA

Sciezka P = vy ... vy, jest A-B Sciezkq, jesli V(P) N A = {vy} oraz V(P) N B = {uv;}.
Zbior X C V(G) separuje zbiory A i B w G, jedli kazda A-B $ciezka w G jedli
kazda A-B Sciezka w G zawiera wierzchotek w X. Mowimy wtedy, ze X jest A-B
separatorem.

Twierdzenie 4.1 (Menger, 1927). Niech G bedzie grafem i niech A, B C V(G).
Wtedy minimalna liczba wierzcholkéw separujgcych A i B réowna sie maksymalnej
liczbie rozlgcznych A-B Sciezek.

Ponizej podajemy ilustracje uzytecznosci twierdzenia Mengera (oraz istnienia modelu
duzej kliki jako minoru w grafie).

Niech G bedzie grafem, a X C V(G) podzbiorem zbioru jego wierzchotkéw. Méwimy,
ze X jest polgczony w G jesli dla dowolnego [ > 1 oraz dla dowolnych réznych wierz-
chotkéw s, ..., 8, t1,...,t; w X istniejg roztaczne wierzchotkowo sciezki Py, ..., B,
w G takie, ze P; ma konce w s; i t; oraz nie ma wierzchotkéw wewnetrznych w X.
Jesli graf G spetia |V (G)| > 2k oraz kazdy podzbiér X C V(G) o mocy co najwyzej
2k jest potaczony, to méwimy, ze G jest k-polgczony.

Zatem grafy k-potaczone sa (2k — 1)-sp6jne. Okazuje sie, ze réwniez odpowiednio
duza spojnos¢ grafu gwarantuje jego k-potaczonosc.

Twierdzenie 4.2 (Jung, 1970; Larman i Mani 1970). Istnieje funkcja f taka, zZe dla
kazdego k > 1 kazdy graf f(k)-spojny jest k-polgczony.

Dowéd. Niech f(k) = h(3k) + 2k, gdzie h(r) jest taka liczba, ze kazdy graf o
Srednim stopniu co najmniej h(r) zawiera K, jako minor topologiczny. Na ¢wiczeniach
widzieliémy, ze mozemy wziaé¢ h(r) = 2(3) (patrz Zadanie 1.5). Tak naprawde
wystarczy wzia¢ h(r) = O(r?), i nie da sie lepiej, co pierwsze pokazali Bollobas i
Thomason (1998).

Wykazemy, ze f spelnia warunek z tezy. Niech G bedzie grafem f(k)-spojnym.
Wéwcezas G zawiera Ksp jako minor topologiczny. Niech U bedzie zbiorem wierz-
chotkéw rozgateziajacych modelu takiego minoru. Wezmy dowolne rézne wierzchotki
81y« Skyt1,.. ., tp wG. G jest 2k-spdjny, wiec na mocy twierdzenia Mengera istnieje
rodzina wierzchotkowo roztacznych Sciezek P = {Py,..., Py, Q1,...,Q} taka, ze

e kazda $ciezka P; ma jeden koniec w s;,
e kazda $ciezka (); ma jeden koniec w t;, oraz
e kazda $ciezka w P ma jeden koniec w U i nie ma wierzchotkéw wewnetrznych w

U.

Wybieramy P w taki sposob, zeby zminimalizowaé liczbe krawedzi poza ustalonym
modelem topologicznym Kjy,
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Niech wuy,...,ux € U beda dowolnymi wierzchotkami wolnymi od Sciezek w P.
Ustalmy i € {1,...,k}. Niech u € U bedzie koncem P, w U, a v’ € U koficem Q; w
U. Niech L; bedzie u;u-$ciezka, a M; bedzie u;u'-Sciezka reprezentujacymi krawedzie
w naszym modelu. Z wyboru rodziny P wynika, ze Sciezki postaci s; PyuL;u; M;u'Q;t;,
dla i € [k]| sa parami roztacznymi Sciezkami taczacymi pary wierzchotkéw s;, ¢;. O

Powyzszy dowéd gwarantuje istnienie funkcji f(k) = O(k?). Wiadomo juz, ze wy-
starczy wzia¢ f liniowe od k.

Twierdzenie 4.3 (Thomas i Wollan, 2005). Niech G bedzie grafem i k > 1. Jesli G
jest 2k-spojny oraz d(G) = 16k, to G jest k-polgczony. Zatem grafy 16k-spdjne sq
k-potgczone.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w w trzecim rozdziale ksiazki Diestela.

5. DUALNOSCG SZEROKOSCI DRZEWIASTEJ

Jaka jest szerokos¢ drzewiasta kraty H,? Jak pokazaé¢ ograniczenie dolne? 7 duzym
wysitkiem pokazalismy, ze tw(H,) > %n (Zadanie 2.8). Magia szerokosci drzewiaste;
polega na tym, iz istnieje kanoniczna przeszkoda w grafie na drodze do posiadania
szerokosci drzewiastej co najwyzej k.

Dwa podzbiory wierzchotkéw A, B C V(G) dotykajq sie, jesli AN B # () lub istnieje
A-B krawedz.

Rodzine spdjnych podzbioréw V(G) takich, ze kazde dwa sie dotykaja, nazywamy
jezyng w G. Zbiér X C V(G) trafia jezyne B, jesli dla kazdego B € B zachodzi
X N B # 0. Rzqd jezyny B to wielko$¢ najmniejszego zbioru trafiajacego B. Liczba
jezynowa grafu G oznaczana bn(G) to najwiekszy rzad jezyny w G.

Przyktad 5.1. Krzyzem C;; w kracie B,, nazywamy zbiér {(¢,1) |l € {1,...,n}} U
{(L,7) | L €{1,...,n}}. Zbiér wszystkich krzyzy w kracie H,, jest jezyna rzedu n.
Twierdzenie 5.2 (o dualnosci szerokosci drzewiastej. Seymour, Thomas, 1993). Dia
kazdego k > 1, dla kazdego G zachodzi

tw(G) 2 k & G ma jezyne rzedu wiekszego niz k.
Rownowaznie tw(G) = bn(G) — 1.

Dowdd. Implikacja <:

Niech G bedzie grafem o szerokosci drzewiastej mniejszej niz k, a B jezyna w G.
Wykazemy, ze kazda dekompozycja drzewiasta (T,)) grafu G ma worek trafiajacy
B, wiec B ma rzad nie wigkszy niz k. Dla kazdego elementu B € BB niech T = {t €
T|3veB:veV,} CV(T). Dla dowolnych dwoch elementéw B, B’ € B drzewa
Tp oraz Ty sie przecinaja, wiec z wlasnosci Helly’ego dla drzew istnieje t € V(T')
taki, ze worek V; przecina si¢ niepusto z kazdym elementem jezyny.
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Implikacja =

Niech (T, (Vi)iev(r)) bedzie dekompozycja drzewiasty grafu G. Jedli x jest lisciem
T, |Vy| >k, oraz xy € E(T) to zbiér V, — V, nazywamy platkiem wierzchotka X.
Mowimy, ze dekompozycja drzewiasta jest dobra, jesli

e istnieje t € V(T') taki, ze |Vi| < k,
e dla kazdego wezta wewnetrznego ¢ drzewa T zachodzi |V;| < k.

Wéwezas w dobrych dekompozycjach drzewiastych ptatki sa niepuste.

Lemat 5.3. Niech (T1,V1) i (12, Vs) bedg dobrymi dekompozycjami drzewiastymi
grafu G takimi, ze V(T1) NV (Ty) = 0. Niech X bedzie platkiem dla liscia x w Ty, a
Y platkiem dla liscia y w Ts. Zatozmy, Ze

V!I=XUN(X) to worek z w (11, V1),
V=Y UN() to worek y w (T, Vs),
Zaden platek w (11, V1) nie zawiera Y,
zaden platek w (Ty,Vs) nie zawiera X,
X 1Y sie nie dotykajg w G.

Wtedy istnieje dobra dekompozycja drzewiasta (T,U) taka, Ze

o kazdy platek dekompozycji (T, U) zawiera sie w platku dekompozycji (11, V1) lub
w platku dekompozycji (Ty, Vs),
e X ani Y nie sq platkami (T, U).

Dowéd lematu. Zbiory X oraz Y sie nie dotykaja, wiec N(X) jest roztaczne z Y (i z
X), czyli N(X) separuje X i Y. Pare (G1,G2) nazywamy separacja grafu G, jesli
G = Gl U G2 oraz E(Gl) N E(GQ) = @

Niech (A, B) bedzie separacja G taka, ze X C V(A) —V(B), Y C V(B) — V(A),
oraz rzad (A, B) jest najmniejszy mozliwy. Niech S = AN B. N(X) separuje X i
Y, wiec z minimalnosci mamy |S| < k. Z twierdzenia Mengera mozemy wybraé dla
kazdego s € S S-N(X) Sciezke Ps w G[A] w taki sposob, ze s jest koncem $ciezki
P, wybrane $ciezki sa roztaczne wierzchotkowo. W analogiczny sposéb wybieramy
roztaczne S-N(Y') Sciezki Q) dla wszystkich s € S w taki sposéb, ze s jest koncem
Sciezki Q.

Niech H bedzie minorem G otrzymanym przez usuniecie wierzchotkow ze zbioru
V(A) —Uses V(Ps) oraz kontrakcje kazdej Sciezki Py do wierzchotka s. Niech (77, V)
bedzie dobra dekompozycja drzewiasta grafu H indukowana przez (7, V;), to znaczy
niech V| = (V;")iev (1), gdzie dla kazdego ¢ € V(T}) mamy V,' = (V! NV (B)) U
{s € S|VINV(P,) # 0} czyli w szczegdlnosci V.V = S. W analogiczny sposéb
konstruujemy dobra dekompozycje drzewiasta (Ty, V5) grafu J, gdzie J jest minorem
grafu G otrzymanego przez usuniecie wierzchotkéw ze zbioru V(B) — U,es V(Qs)
oraz kontrakcje kazdej $ciezki (), do pojedynczego wierzchotka s.
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Niech T bedzie drzewem otrzymanym z T i Ty przez utozsamienie weztéw x i y.
Oznaczmy przez r utozsamiony wierzchotek w T'. Pot6zmy

VY. jedlit € V(TY)

U, =5 U, =
o t {vf', jedli t € V(T).

Wéwezas (T,U) jest taka dekompozycja drzewiasta grafu G, ze r jest weztem we-
wnetrznym 1" oraz kazdy wezel drzewa T rézny od r jest wierzchotkiem wewnetrznym
ktoregos z drzew T3 lub T;. Mozna wiec tatwo pokazaé, ze (T,U) jest dobra dekom-
pozycja drzewiastg.

Pozostaje wiec pokazac, ze tak dekompozycja spetlnia warunki lematu. Niech Z
bedzie ptatkiem dekompozycji (T',U) odpowiadajacym lisciowi z. Bez straty ogélnosci
zaktadamy z € V(T}). Niech 2’ bedzie jedynym sasiadem z w T. Wéwcezas Z =
U, — U, wiec Z jest roztaczny ze zbiorem S. Stad Z zawiera sie w pewnym ptatku
dekompozycji (T, V;). Latwo mozna tez pokazaé, ze X ani Y nie sa ptatkami (T, U),
wiec dowdd lematu jest zakonczony. 0

Wracamy do dowodu twierdzenia 5.2.

Niech B bedzie minimalnym na inkluzje zbiorem pltatkéw dobrych dekompozycji
drzewiastych grafu G o tej wlasnosci, ze

(i) B zawiera platek z kazdej dobrej dekompozycji drzewiastej

(ii) B jest zamkniety na nadzbiory w ptatkach, to jest jesli dla pewnych dwéch
ptatkéw X, X’ dobrych dekompozycji drzewiastych zachodzi X C X' oraz
X e B, to X' € B.

Niech B’ bedzie rodzing takich ptatkéw X nalezacych do B, ze graf indukowany przez
X w G jest spojny.

Wykazemy, ze B’ jest szukang jezyng rzedu wiekszego niz k. Zakladamy nie wprost,
ze istnieje podzbiér S C V(G), o mocy co najwyzej k, ktory nie trafia w B'. Wéwcezas
jesli G — S ma sktadowe C,...,C,, to gwiazda o n lisciach, w ktorej wierzchotki
maja przypisane worki S, S U V(Cy),...,SUV(C,), bytaby dobra dekompozycja
drzewiasta, co przeczy wtasnosci (i) rodziny B.

Pozostaje pokazaé, ze kazde dwa zbiory w B’ si¢ dotykajg. Zal6zmy nie wprost, ze
istniejg ptatki X oraz Y ktore sie nie dotykaja. Wybieramy je w taki sposob, zeby
byly minimalne na inkluzje w B’. Skoro B — { X} nie spehia (i), to istnieje dobra
dekompozycja drzewiasta (17, V)), ktérej jedyny ptatek w B’ to X. Analogicznie
istnieje dobra dekompozycja drzewiasta (Ts, V), ktérej jedyny platek w B’ to Y.
Aplikujac lemat dostajemy sprzecznosé z konstrukeja B, co koniczy dowdd. U
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6. SZEROKOSC GALEZIOWA, ZBIORY WYSOCE SPOJNE

Niech G bedzie grafem, a A, B C G dwoma jego podgrafami. Para (A, B) jest
separacjg G jesli AUB = G oraz E(A)NE(B) = 0. Rzqd separacji (A, B) oznaczany
ord(A, B) réwny jest |V (A) N V(B)|. k-separacjg grafu G to separacja o rzedzie co
najwyzej k.

Twierdzenie 6.1 (Menger, réwnowazne sformutowanie). Niech G bedzie grafem oraz
X, Y CV(G). Wtedy minimalny rzqd separacji (A, B) grafu G takiej, ze X C V(A)
1Y CV(B) réwna sie maksymalnej liczbie rozlgcznych X-Y $ciezek w G.

Para (T, 0) jest dekompozycje galeziowq grafu G, jesli

e T jest drzewem, w ktorym kazdy wierzchotek wewnetrzny ma stopien co najwyzej
3.
e O jest bijekcja z E(G) do lisci T

Wierzchotek v € V(G) lezy w poprzek krawedzi £ € E(T), jedli istnieja krawedzie
vu,vw € E(Q) takie, ze wierzcholki ©(vw) i ©(vu) leza w réznych sktadowych
lasu T'— &. Rzqd krawedzi € € E(T) to liczba wierzchotkéw lezacych w poprzek
. Szerokosé dekompozycji gateziowej (T, ©) grafu G to najwiekszy rzad krawedzi
w T. Szerokosé¢ galeziowa (ang. branchwidth) grafu G to najmniejsza szerokosé
dekompozycji gateziowej G.

Obserwacja 6.2 (Robertson,Seymour; Graph Minors X, 1991). Dia kazdego grafu
G, jesli bw(G) = 2, to

Dowdd. Wykazemy najpierw druga nieréwnosé: tw(G) + 1 < %bW(G). Zakladamy,
ze G nie ma wierzchotkéw izolowanych. Niech & = bw(G) i niech (7, 0) bedzie
dekompozycja gateziowa o szerokosci k.

Konstruujemy dekompozycje drzewiasta (7', (B;)icv(r)) grafu G, definiujac B, =
{v,w} jesli t jest liSciem oraz O(uv) = t. Jesli t jest wierzchotkiem wewnetrznym,
to definiujemy B; jako zbiér wierzchotkow v lezacych w poprzek jakiej$ krawedzi
przylegajacych do t. Wéwczas | By| < %k, co konczy dowdd drugiej nieréwnosci.

Dla dowodu pierwszej nieréwnosci wezmy dekompozycje drzewiasta (7, B) o workach
rozmiaru co najwyzej tw(G)+1. Mozemy tatwo skonstruowaé¢ dekompozycje gateziowa
o malej szerokosci (éwiczenie). O

Niech G bedzie grafem. Zbiér X C V(G) jest wysoce spdjny, jesli dla dowolnych
X1, Xy C X istnieje min(]|X;],|Xs|) roztacznych wierzchotkowo X;-Xs $ciezek w G
(mozna zalozyé, ze Sciezki nie maja wierzchotkéw wewnetrznych w X).

Przyklad 6.3. Pierwsza kolumna kraty Hj jest zbiorem wysoce spojnym.
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Lemat 6.4. Dia kazdego grafu G, jesli bw(G) < k, to G nie ma zbioru wysoce
spojnego wielkosci 3k + 1.

Dowdd. Niech (T, ©) bedzie dekompozycja drzewiasta grafu G o szerokosci co najwy-
zej k. Zalozmy, ze G ma zbiér X wysoce spojny mocy wiekszej niz 2k. Dla dowolnej
krawedzi e = tt’ € E(T) niech G.; bedzie podgrafem G indukowanym przez takie
wierzchotki w, dla ktory istnieje krawedz ww' grafu G, ze O(ww') lezy w tej sa-
mej sktadowej lasu T' — e, co t. Wéwcezas zachodzi doktadnie jedna z nieréwnosci
[V(Get) N X| < ki|V(Ge) N X| < k. Orientujemy kazdg z krawedzi drzewa T w tym
kierunku, gdzie X ma wigcej niz k wierzchotkéw. Orientacja drzewa 1" musi mieé¢
ujécie, a w tym ujsciu spotykaja sie co najwyzej 3 krawedzie, wiec | X| < 3k. 0

Lemat 6.5. Dla kazdego grafu G jesli bw(G) > k > 2, to G ma zbiér wysoce spdjny
rozmiaru k.

Dowéd. Czesciowq dekompozycija galeziowq grafu G nazywamy taka pare (7', 0),
ze T jest drzewem w ktoérym kazdy wierzchotek wewnetrzny ma stopien 3 oraz
O jest suriekcja z E(G) do lisci T. Szerokosé czesciowej dekompozycji gateziowej
definiujemy w sposéb analogiczny do zwyktej dekompozycji gateziowej Wybierzmy
czesciowa dekompozycje (T, 0) o szerokosci co najwyzej k i o jak najwiekszej liczbie
lisci. Taka czesciowa dekompozycja istnieje, bo mozemy wzig¢ drzewo o dwoch
wierzchotkach, gdzie jeden lis¢ ma przypisana dowolna krawedz e grafu G, a drugi
wszystkie pozostate. Skoro bw(G) > k, to (T,0) ma li$¢ t etykietowany wiecej niz
jedng krawedzig. Niech & bedzie jedyna krawedzig drzewa T przylegajaca do ¢, a F
bedzie zbiorem krawedzi, ktorymi jest etykietowany li¢ t. Niech X bedzie zbiorem
wierzchotkéw idacych w poprzek . Wykazemy, ze |X| > k oraz ze X jest wysoce
poltaczony w G[F].

Zat6zmy najpierw, ze | X| < k. Wéwcezas mozemy otrzymaé nowa czesciowa dekom-
pozycje grafu G zastepujac 1is¢ t dwoma lisémi, z ktorych jeden jest etykietowany
pojedyncza krawedzia e € F', a drugi zbiorem F' — {e}. Otrzymana dekompozycja
ma szeroko$¢ nie wieksza niz k oraz ma wiecej lisci niz (T, ©) — sprzecznosé.

Zalézmy teraz, ze X > k i X nie jest wysoce spéjny w G[F]|. Wowczas istnieja takie
podzbiory X, Xy C X, ze w G[F] nie ma ¢t = min{|X;|,|X2|} roztacznych X;-X,
sciezek w G[F]. Na mocy twierdzenia Mengera istnieje separacja (A, B) o rzedzie
mniejszym niz ¢ taka, ze X; C V(A) oraz Xy C V(B). Zastepujac li$¢ ¢ dwoma lisémi
etykietowanymi zbiorami F(A) i E(B) otrzymujemy dekompozycje o nie wiekszej
szerokosci 1 wiekszej liczbie lidci niz (T, ©), co jest sprzecznoscia.

O
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7. SPLATANIE

7.1. Przyklady i dualnos$é z dekompozycja gateziowa. Splgtaniem rzedu k
grafu G nazywamy taka rodzine (k — 1)-separacji T grafu G, dla ktérej spetnione sa
warunki

(T1) (A,B) € T lub (B, A) € T dla dowolnej (k — 1)-separacji (A, B) grafu G,
(T2) jesli (A1, B1), (Az, Ba), (A3, B3) € T, to A; U Ay U A3 # G.
(T3) V(A) # V(G) dla kazdej (A, B) € T.

Dla dowolnej separacji (A, B) w splataniu méwimy, ze A jest malg strong, a B jest
duzq strong separacji. Maksymalny rzad splatania w grafie G oznaczamy przez tn(G).

Przyktad 7.1. Niech G bedzie grafem i C cyklem w G. Niech T bedzie zbiorem
wszystkich 1-separacji (A, B) grafu G takich, ze C C B. Wtedy T jest splataniem
rzedu 2 w G.

Rzeczywiscie, rodzina T spelnia warunek (T1) gdyz kazda 1-separacja G zawiera
dowolny cykl w G w jednej z dwu stron. Warunek (T3) jest rowniez spelniony
poniewaz |V(C)NV(A)| <1 dla dowolnej (A, B) € T. Warunek (T2) zachodzi gdyz
E(C)N E(A) = () dla dowolnej (A, B) € T a wiec suma nawet siedemnastu matych
stron nie da calego grafu. Uwaga: moze si¢ zdarzy¢, ze V(A;) UV (Az) UV (Ay) =
V(G) dla pewnych (Ay, By), (As, Bs), (As, Bs) € T (patrz Rysunek 8). Ale to nie
przeszkadza rodzinie T by¢ splataniem.

A B
Ay
A
Az

RYSUNEK 8. Po lewej: cykl zawsze zawiera sie¢ w ktorej$ czesci 1-
separacji. Po prawej: trzy matle strony sumujg sie wierzchotkowo do
catego grafu.

Przyktad 7.2. Niech G bedzie grafem i X C V(G) zbiorem wierzchotkéw takich,
ze G[X] jest klikg. Dla kazdej (A, B) separacji G mamy: X C V(A) lub X C V(B).
Niech & > 1 i niech Ty bedzie zbiorem wszystkich separacji rzedu < k takich, ze
X CV(B). Wtedy jesli k < 2| X|+ 1, to Ty jest splataniem rzedu k w G.

Ustalmy k& < %]X | + 1. Rzeczywiscie rodzina Ty spelia (T1) gdyz kazda separacja
G musi zostawi¢ wierzchotki kliki po tej samej stronie. Warunek (T3) jest rowniez
spetniony poniewaz | X NV (A)| < 2|X| dla dowolnej (A, B) € T. Rozwazmy warunek
(T2). Rozwazmy dowolne trzy separacje (Ay, By), (A2, Ba), (As, B3) € Ti. Poniewaz
rzad tych separacji jest mniejszy od 2| X| zawsze znajdziemy wierzcholek © € X taki,
ze x nalezy do co najwyzej jednego zbioru sposréd V(A;), V(As) i V(Asz), powiedzmy
V(A1). Wtedy jednak wszystkie krawedzie z = do pozostatych wierzchotkéw w X moga
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znalez¢ sie jedynie w A; (nie moga w Ay, ani Asz). To oznacza, ze A; U Ay U A3 # G
a wiec (T2) zachodzi.

Cwiczenie (6.2). Niech H ~ ;. Rozwazy¢ rodzine T takich (k — 1)-separacji (A, B)
grafu H, ze B zawiera wiersz kraty H. Wykazac, ze T jest splataniem rzedu k w H.

Kolejne dwie obserwacje wigza nam rzad najwiekszego splatania w grafie z jego
szerokoscig gateziows.

Obserwacja 7.3. Dla dowolnego grafu G jesli tn(G) > 3, to bw(G) > tn(G).

Dowadd. Zalézmy nie wprost, ze spéjny graf G ma splatanie rzedu wickszego niz k
oraz dekompozycje o szerokosci k. Kazda krawedz drzewa dekompozycji galeziowej
orientujemy w strone duzej strony, zgodnie ze splataniem. Otrzymany nieskierowany
graf acykliczny musi mie¢ ujscie. Jezeli w ujsciu spotykaja sie trzy krawedzie, to G jest
sumg trzech maltych stron splatania — sprzeczno$c¢, a jesli 1is¢ jest ujéciem, to pewna
mata strona zawiera wszystkie wierzchotki grafu, co réwniez jest sprzecznoscia. [

Obserwacja 7.4. Dla dowolnego grafu G zachodzi tn(G) > L bw(G).
Dowdd. ¢wiczenie. d

Tak naprawde zachodzi rownos¢ miedzy dwoma rozwazanymi parametrami.

Twierdzenie 7.5 (o dualnodci szerokosci gateziowej). Dla dowolnego grafu G zachodzi
bw(G) = tn(G).

Mogtloby sie wydawac, ze owa dualnosc¢ jest powodem dla ktérego splatania sa wazne.
Nic bardziej mylnego. Dla wszystkich kolejnych twierdzen wystarczy nam zwigzanie
tn i bw jakie mamy dzieki dwém poprzednim prostym obserwacjom. Splatania sg
wazne, gdyz mozemy je rozplataé :) Zobaczymy twierdzenie o drzewie splatan, ktére
zasadniczo daje nam strukture drzewa pracujaca w Strukturalnym twierdzeniu o
Grafach. Niektorzy, tez uwazaja ze splatanie jest fajne bo daje nam w naturalny
sposob strukture matroidu...

7.2. Matroid ze splatania. Ustalmy splatanie T rzedu k w grafie G. Dla kazdego
zbioru wierzchotkéw X C V(G) definiujemy wartos¢ «(X) jako minimalny rzad
separacji (A, B) € T takiej, ze X C V(A), lub jako k jezeli nie istnieje taka
separacja. Tak zdefiniowana funkcja spetnia aksjomaty funkcji rangi, to znaczy

e k() =0,
o 5(X) < k(X U{z}) <k(X)+1dla dowolnych X C V(G), = € V(G),
o K(XNY)+kr(XUY) < k(X)+ k(YY) dla dowolnych X, Y C V(G).

Pierwsze dwa punkty sa tatwe do udowodnienia, a zeby wykazac trzeci punkt nalezy
uzy¢ nieréwnosci submodularnej ord(A; N Ay, By U By) +ord(A; U Ay, By N By), ktéra
zachodzi dla dowolnych separacji (A, By) i (A, By) (éwiczenie).
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Méwimy, ze zbiér X C V(G) jest niezalezny, jezeli k(X) = | X].

Twierdzenie 7.6 (wlasnosci zbioréw niezaleznych).

o 2bidr pusty O jest niezaleiny,

o jezeli X CY CV(Q) oraz Y jest niezaleiny, to X tez jest niezalezny,

o dla dowolnych dwdch zbioréw niezaleinych X, Y C V(G), jesli | X| < Y|, to
istnieje y € Y — X taki, ze X U{y} jest niezalezny.

Lemat 7.7. Dla dowolnych dwéch zbioréw niezaleznych X, Y C V(G) istnieje t =
min(| X|, |Y|) roztgcznych X-Y $ciezek.

Dowdéd. Zatézmy nie wprost, ze nie istnieje ¢ roztacznych X-Y $ciezek. Wowcezas na
mocy twierdzenia Mengera istnieje separacja {4, B} taka, ze ord(A, B) < t oraz
X CV(A)iY C V(B). Gdyby A bylo malg strona, to mieliby$my «(X) <t < |X| =
k(X), wiec A nie moze by¢ malg strona. W analogiczny sposéb mozna wykazaé, ze
B rowniez nie moze by¢ matg strona, wiec otrzymujemy sprzeczno$c. OJ

Whiosek 7.8. Zbiory niezaleine sq wysoce spojne.

Zbior X C V(G) jest domkniety, jezeli dla dowolnego =z € V(G) — X zachodzi
k(X U{z}) > k(X). Dla kazdego zbioru X C V(G) istnieje doktadnie jeden zbiér
domknigty Y taki, ze X C Y C V(G) oraz k(Y) = k(X). Zbiér ten nazywamy
domknieciem zbioru X.

Lemat 7.9. Niech (A, B) bedzie takg separacjqg w T, ze V(A) jest domkniety i
k(V(A)) = ord(A, B). Wowczas, zbior X =V (A) NV (B) jest wysoce spdjny w B.

Dowad. Jesli zbior X nie jest wysoce spéjny w B, to istnieja zbiory X; oraz X,
takie, ze X = X; U X5 dla ktérych nie istnieje ¢ = min(| X7, | Xs|) roztacznych X;-X,
Sciezek w B. Z twierdzenia Mengera istnieje separacja (Bj, By) grafu B taka, ze
X; CV(B;)iord(By, B2) < t. Z domknietosci V' (A) wynika, ze separacje (B, AUBy)
i (By, AU By) (o rzedzie mniejszym niz ord(A, B)) sa w splataniu 7. To jednak
prowadzi do sprzecznosci, bo G jest sumg trzech matych stron AU By U Bs. U

Lemat 7.10 (o modelu drzewa po malej stronie separacji w splataniu). Niech T
bedzie dowolnym drzewem o k wierzchotkach. Niech G bedzie grafem, a T splgtaniem
w G o rzedzie wiekszym niz k. Wtedy istnieje separacja (A, B) € T taka, Ze

(i) zbior V(A) jest domknicty i k(V(A)) = ord(A, B) = k (W szczegdlnosci V(A) N
V(B) jest wysoce spdjny w B.), oraz

(ii) A zawiera model drzewa T ukorzeniony w V(A) NV (B), to jest kazdy worek
modelu zawiera wierzchotek w V(A) NV (B).

Dowdd. Dowodzimy indukcje wzgledem k. Dla & = 1 twierdzenie jest prawdziwe,
wiec przechodzimy do kroku indukcyjnego. Wykazemy, ze jesli twierdzenie zachodzi
dla k£ — 1, to zachodzi tez dla k. Niech ¢ bedzie liSciem drzewa T, a t’ jego jedynym
sasiadem w T'. Z zalozenia indukcyjnego dostajemy separacje (A, B) grafu G taka, ze
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V(A) jest domkniety i x(V (A)) = ord(A, B) = k — 1 oraz model (V;)sev(r—s) drzewa
T —t w grafie A ukorzeniony w V(A) NV (B).

Niech wierzchotek 2’ bedzie jedynym elementem zbioru Vi NV (A) N'V(B). Gdyby
2’ nie mial zadnego sgsiada w B — A, to przerzucajac =’ razem z wychodzgcymi
krawedziami do matlej strony dostalibysmy nowa separacje (A’, B'), ktéra réwniez
nalezataby do splatania 7 (¢éwiczenie), miataby rzad co najwyzej k — 1, a matla
strona zawieralaby V' (A), co przeczyloby domknietosci V' (A). Niech wiec x bedzie
dowolnym sgsiadem 2’ w B — A. Kladac V; = {z} dostajemy model (V)scv(n)
drzewa T ukorzeniony w (V(A) N V(B)) U {z}. Skoro V(A) jest domkniety, to
r(V(A)U{z}) = k(V(A)) +1 = k. Gdyby zbiér V(A) U {z} byt domkniety, to
dowdd bytby zakonczony — separacja (AU {2’z }, B) o rzedzie k speliataby warunki
twierdzenia. Pokazemy jednak, ze zawsze mozemy domknaé¢ te matg strone i otrzymac
dobra separacje (C, D) razem z modelem drzewa T ukorzenionym w V(C) N V(D).

Niech (C, D) bedzie taka separacja rzedu k, ze V(C') jest domknieciem V' (A) U {z}
i ord(C, D) = k. Jak juz wspomnieliSmy wcze$niej przerzucanie krawedzi miedzy
stronami separacji nie wptywa na to ktéra strona jest mata, wiec mozemy zatozyc,
ze AU{zy} C C. Zbiér V(A) jest domkniety, wiec z twierdzenia Mengera istnieja
roztaczne Sciezki (Ps)sev(ry w B N C takie, ze P; jest (Vi)-(V(C) N V(D)) ciezka.
Woéwczas (Vs UV (P;))sev(r jest modelem T ukorzenionym w (C, D), wiec (C, D)
jest szukang separacja. [

Twierdzenie 7.11 (Erdds-Szekeres). Kazdy cigg diugosci wigkszej niz (k — 1)2,
ktorego elementy sq uporzgdkowane liniowo, zawiera podciqgg diugosci k ktory jest
stabo rosngcy lub stabo malejgcy.

Whiosek 7.12. Jezeli tn(G) > 2k?, to krata 2 x k jest minorem grafu G.

Dowdd. Korzystamy z lematu 7.10 dla $ciezki P dtugoéci 2k?. Dostajemy separacje
(A, B) grafu G oraz odpowiedni model P w A. Po skontraktowaniu workéw z modelu
i usunieciu zbednych wierzchotkéw i krawedzi mozemy zatozy¢, ze V(P) = V(A) C
V(B). Sciezka P zawiera dwie roztaczne éciezki Py i Py, kazda dtugosci k2. Zbiér V (P)
jest wysoce polaczony, wiec istnieje k? roztacznych V (P))-V (P,) $ciezek. Sciezki te
definiuja petne skojarzenie miedzy wierzchotkami éciezek P; i P,. Na mocy twierdzenia
Erdésa-Szekeresa znajdziemy k wierzcholtkéw na $ciezce P; takich, ze odpowiadajace
im wierzchotki na P, albo leza w tej samej kolejnosci, albo w przeciwnej. W obu
przypadkach otrzymujemy krate 2 x k jako minor grafu G. O

8. TWIERDZENIE O KRACIE
Wiemy juz, ze grafy o duzej szerokosci drzewiastej maja splatania duzego rzedu.
Mozemy wiec przeformutowaé twierdzenie o kracie w nastepujacy sposéb.
Twierdzenie 8.1 (o kracie). Istnieje funkcja f taka, zZe dla kazdego grafu G zachodzi

G ma splgtanie rzedu wiekszego niz f(n) = H, <G.
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Niech ¢t = n?. Strategia dowodu twierdzenia o kracie jest nastepujaca: sprébujemy
skonstruowa¢ model K; w grafie G. Jezeli to sie uda, to H, < K; < G. Jezeli
konstrukcja modelu kliki sie nie powiedzie, to dostaniemy na pocieszenie model H,,
w G.

Oznaczmy przez kg(X,Y) maksymalna liczbe roztacznych X-Y $ciezek w grafie G.

Dowodzimy twierdzenie o kracie dla funkcji postaci f(t,n) =t - m, gdzie doktadna
warto$¢ m = m(t,n) podamy za chwile. Jezeli G ma splatanie T rzedu wiekszego
niz t - m, to z lematu 7.10 (o modelu drzewa po matlej stronie separacji w splataniu)
dostajemy separacje (A, B) € T grafu G taka, ze V(A) jest domkniety oraz model
Sciezki dtugoéci t - m zawarty w A i ukorzeniony w V(A) NV (B). Kontraktujemy
worki modelu $ciezki i wierzchotki otrzymanej Sciezki utozsamiamy z wierzchotkami
V(A)NV(B). Otrzymana Sciezke dzielimy na t roztacznych $ciezek, kazda dtugosci m.
Niech Xj, ..., X; beda zbiorami wierzchotkéw tych t Sciezek. Poniewaz V(A) N'V(B)
jest wysoce spéjny w B, wiemy, ze kazde dwa zbiory X; i X; mozna polaczy¢ m
roztacznymi Sciezkami w B, to znaczy kg(X;, X;) = m dla dowolnych i, j € {1,...,t}.

Chcieliby$my wybraé po jednej Sciezce dla kazdej dwéjki {X;, X} tak aby wszystkie
wybrane Sciezki byty roztaczne. Tak otrzymaliby$émy model K; w G (patrz Rysunek
9). Jednak rodziny $ciezek dla réznych par (X;, X;) moga si¢ bardzo przecinaé.
Nastepujacy lemat nam rozplacze te Sciezki albo wskaze model H, w G.

X1

X X2

\ig( X3

RYSUNEK 9. Jedli dla kazdej dwojki {X;, X;} znajdziemy Sciezke i te
Sciezki beda parami roztaczne to otrzymamy model K; w G.

Lemat A. Dla dowolnych #,n > 0 istnieje taka liczba m’ = m/(t',n), ze dla
dowolnych zbioréw Si,..., Sy, Ty,..., Ty C V(G) takich, ze kg(S;,T;) = m’ dla
kazdego ¢ € {1,...,t'} zachodzi

(i) istniejg roztaczne Sciezki P, ..., Py takie, ze P; jest S;-T; Sciezka, lub
(i) B< G.

Korzystajac z lematu A dla ¢ = ( ) gdzie pary (S;,T;) to wszystkie mozliwe pary
postaci (X, Xy) dla 1 < k < ¢ < t, dostajemy model kliki K; lub model kraty n x n,
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Sy S Sy
T T Ty

RYSuUNEK 10. Jedli jest duza spéjnos¢ pomiedzy kazda para S; i T; to

mozemy znalezé roztaczna kolekcje sciezek taczacych kazda pare lub
minor kraty. Zauwaz, ze zbiory S; i T; nie musza by¢ roztaczne.

wiec twierdzenie o kracie zachodzi, gdy m(t,n) = m/ ((;),n), gdzie m’ jest funkcja z
lematu A.

Pozostaje wiec wykazac¢ lemat A.

Lemat B (Diestel, Gorbunov, Jensen, Thomassen). Dla dowolnych n,t;,ts > 0
istnieja k1 = ki(n,t1,t2) oraz ke = ko(n,tq,t2) takie, ze jedli P jest rodzing ko
roztacznych $ciezek w G, a X, Y C V(G) sa takimi zbiorami, ze kg(X,Y) = kq, to

(i) istnieje P" C P taki, ze |P'| = t; oraz kg_v(py(X,Y) > t;, lub
(ii) B, < G.

P CP
|P'| =t

lub

Ka-v(p)(X,Y) =2t

RyYSuNEK 11. Teza lematu B.

Wykazemy teraz, ze lemat A wynika z lematu B.

Dowdéd lematu A. Ustalmy n > 0. Dla uproszczenia zapisu niech
k(x) = max(ki(n, x, ), ka(n, z, ), x),

gdzie funkcje kq(n, t1,t2) i ko(n, t1,t2) sa jak w Lemacie B. Niech K(0) = 11 K(i+1)
k(K (i)) dla i > 0. Wykazemy indukcyjnie, ze teza lematu zachodzi dla m/(t',n) =

K ((2)):
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Dla ¢ = 1 mamy m/(#',n) = K(0) = 1, wiec teza jest speliona. Pokazemy teraz, ze
jesli teza zachodzi dla t' — 1, to zachodzi tez dla t'. Zatézmy, ze H,, A G. Niech P,
bedzie rodzing K ((g)) roztacznych Sy-Ty $ciezek. Bedziemy (#'—1)-krotnie stosowad
lemat B i otrzymamy zstepujacy ciagg rodzin Py 2 Py O - -+ D Py_1. Przyjmijmy, ze
mamy juz rodzine P;_; taka, ze

Pl 2 K () —i+1) 2 ke (m 1 ((5) =1) K ((2) - 1))
Rodzine P;, dla 1 < i <t/ — 1, otrzymujemy aplikujac lemat B do P = P;_1, X = S;,
Y =T;. Mamy

ha(SuT) > K ((5) = K ((5) —i+1) =k (n K ((5) —i). K ((5) —1)).
W efekcie otrzymujemy P; C P;_q, gdzie |P;| > K ((t/) — z) oraz kg_vp,)(Si, T;) =

K(()-1) = K (('5): 2

Zauwazmy, ze |Py_1| > K ((g) —t' + 1) > 1. Ustalmy wiec dowolne P € Py_q. Z
powyzszych wtasnosci wynika, ze po usunieciu Sy-Ty $ciezki P z grafu G, wszyst-
kie pozostate ¢ — 1 pary zbioréw maja wystarczajacg spdjno$é aby uzyé zalozenia
indukcyjnego. Doktadniej, dla kazdego 7 € {1,...,t — 1} mamy kg_v)(S;, T;) =
ka-vpy) (S, T;) =2 K ((t/;)). Mozemy wigc z zalozenia indukeyjnego znalezé roz-
taczne Sciezki taczace pary zbioréw (S;, T;) dla i € {1,...,t' — 1}. Dokladajac Sy-Ty
Sciezke P otrzymujemy t' szukanych Sciezek, co konczy dowdd. 0

Pozostaje wiec wykazac lemat B. Zaczniemy jednak od dowodu kolejnego lematu. To
jest ten o estetycznym dowodzie.

Lemat C. Dla dowolnych s,n > 0 istnieja liczby k i m takie, ze jesli Py, ..., Py sa
roztacznymi Sciezkami w G takimi, ze P, = (vi1, . .., Vi) oraz graf G[{vyj, ..., vg;}]
jest spéjny dla j € {1,...,m}, to

K, <G lub H, <G

Dowéd lematu C. Niech k = (s — 1)"! oraz m = max(s,n) - 2(5). Istnieje tylko
2(2) etykietowanych graféw na k-elementowym zbiorze wierzchotkow, wiec istnieje
zbiér I C {1,...,m} taki, ze |/| = max(s,n) oraz grafy G; := G[{vy;,...,v;}] dla
7 € I sa ,takie same”, to znaczy odpowiadajace wierzchotki sg potaczone tak samo.
Niech H bedzie izomorficzny do wszystkich graféw i ma wierzchotki poetykietowane
indeksami Sciezek to jest V(H) = {1,...,k}.

Graf H ma k = s""! + 1 wierzchotkéw i jest spéjny, a wiec musi zawieraé¢ Sciezke
dtugosci n lub wierzchotek o stopniu s. Rzeczywiscie, w przeciwnym wypadku

no_ (=11

V)€ 1 (s = 1) oo s = 1772 = P

<k,

Sprzecznosc.
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Jesli H zawiera Sciezke na n wierzchotkach to ta Sciezka w |I| = max(s,n) > n
kopiach w {G;};c; wraz z odpowiadajacymi n $ciezkami sposréd Py, ..., Py daje
model kraty B, w G (patrz Rysunek 12).

Jesli H ma wierzcholek stopnia co najmniej s, to ten wierzchotek w |I| = max(s,n) >
s kopiach w {G; }ier wraz z s $ciezkami sposrod Py, . . ., P, odpowiadajacymi sasiadom

tego wierzchotka daje model K, w G. Kontraktujac doskonate skojarzenie w modelu
K s otrzymujemy K, < K, < G (patrz Rysunek 12).

PA—ppp
—onee— OO
BTN

Py

RYSUNEK 12. Jesli H zawiera Sciezke na n wierzchotkach to H,, < G.
Jesli H ma wierzchotek stopnia s to K, s < G.

O

Zanim przejdziemy do dowodu lematu B wprowadzimy jeszcze jedno uzyteczne
pojecie.

Ciag (Hy,..., Hy) podgraféw grafu G jest k-dysekcjg grafu G, jezeli dla kazdego
ie{l,...,t —1} para (HyU---UH;, H 1 U---U H,;) jest k-separacja G.

Cuwiczenie (7.4). Niech Py, ..., P, beda rozlacznymi X-Y $ciezkami w grafie G i
niech P, = (vy,...,v;). Wykazad, ze jezeli dla kazdego i € {1,...,t — 1} zachodzi
KG—{u} (X, Y) <k, to istnieje k-dysekcja (Hi, ..., H;) taka, ze

(i) X CV(H,), Y CV(H,;) oraz
(ii) v, e V(H) NV (H;1q) dlaie {1,...,t —1}.

Dowéd lematu B. Niech k = k(n?,n), m = m(n? n) beda jak w Lemacie C. Niech
my = max((2k + 1)m, t5),
ky =k+1t —1,
ko = 2F1m,.

Mozemy zatozy¢, ze

(1) Kg/e(X,Y) < ky dla e € E(P),
(2) KG—e<X, Y) <k dlae ¢ E('P)

Niech Q bedzie rodzina k; roztacznych X-Y Sciezek. W szczegdlnosci mamy
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Kazda Sciezka z P przecina pewien podzbidr $ciezek w Q. Ale takich podzbioréw jest
2kt Istnieje wiec zbior $ciezek P’ C P, ktére przecinajg doktadnie ten sam podzbidr
Q' C Q. Jedli |Q — Q| > ty, to mamy kg_vpy = |Q — Q| = 1, wiec P’ spehia
warunki lematu. Pozostaje wiec wykazaé, ze jesli |Q — Q'| < ty, czyli |Q'| > k, to
H, < G.

Niech @ € Q' bedzie dowolng ustalong $ciezka. Mozemy oprzeé¢ o nig ki-dysekcje
(Hy, ..., H)) grafu G. Klastrujac grupy sasiadujacych podgraféw otrzymujemy nowa
ki-dysekcje (G, ..., G,) taka, ze G; N Q przecina co najmniej 2k; + 1 Sciezek z P’.
Wynika stad, ze dla kazdego i rodzina P’ zawiera Sciezke zawartg w G; oraz rozlaczna
z Gi_1 1 G;41. Kontraktujac wszystkie zbiory postaci V(Q') N (V(G;) — V(Giyq)) dla
Q' € Q' dostajemy graf, w ktorym spekione sg warunki lematu C, wiec H,, < G.

O

9. DRZEWO SPLATAN

Ustalmy graf G. Zbiér wszystkich splatan w G jest (czesciowo) uporzadkowany
inkluzjg. Splatania 7, T’ sg rozréznialne, jezeli sa nieporéwnywalne w posecie splatan
lub réwnowaznie jezeli istnieje separacja {A, B} grafu G taka, ze (A,B) € T i
(B, A) € T'. Kazda taka (niezorientowana) separacja {A, B} rozréznia splatania T
i T'. Jezeli separacja {A, B} jest separacja rozrézniajaca 7 i 7' o najmniejszym
mozliwym rzedzie, to méwimy, ze { A, B} rozréznia splatania T i T efektywnie. Splg-
taniem maksymalnym w G nazywamy kazdy maksymalny element posetu wszystkich
splatan. Skoro elementy maksymalne posetu tworza antytancuch, to kazde dwa rézne
splatania maksymalne sa rozroznialne.

W posecie splatan stozek dolny kazdego splatania jest tancuchem. Aby sie o tym
przekonaé, niech 7 bedzie splataniem rzedu k& w grafie G. Wowczas dla kazdego
¢ speliajacego 1 < ¢ < k splatanie rzedu | zawarte w 7 musi orientowaé (I — 1)-
separacje zgodnie z T, wiec jest wyznaczone jednoznacznie. Poset splatan jest wiec
lasem (ktorego nie nalezy myli¢ z drzewem splatan!), w ktérym rzad separacji
efektywnie rozrézniajacej dwa splatania rozréznialne 7 i T’ jest rowny rzedowi
splatania bedacego najnizszym wspélnym przodkiem tych splatan, lub 0, jezeli
splatania 7 1 7’ sa w réznych sktadowych (patrz Rysunek 13).

Ze wzgledéw technicznych w tej czesci materiatu wygodniej bedzie nam pracowaé
z separacjami krawedziowymi niz ze standardowymi separacjami. Separacjg krawe-
dziowg grafu G nazywamy podzial zbioru krawedzi E(G) na pare roztacznych zbioréw
{E1, Es}. Rzedem separacji krawedziowej { E, Ey} nazywamy liczbe wierzchotkéw be-
dacych koncami krawedzi po obu stronach separacji i oznaczamy go przez ord(E7, Es).
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Jezeli {A, B} jest separacja, to {E(A), E(B)} jest separacja krawedziowa o rzedzie
nie wigkszym niz ord(A, B).

Bedziemy potrzebowaé¢ naturalnego przejécia z separacji krawedziowej do zwyktej
separacji. Aby to przejscie dziatato, bedziemy przyjmowac niewinne zatozenie o grafie
G, na ktorym pracujemy, ze nie ma wierzchotkéw izolowanych. Kazda separacja
krawedziowa {F1, E»} grafu G indukuje zwykla separacje {G|[E;], G|Fs]}. Dzieki
temu, ze G' nie ma wierzchotkéw izolowanych, kazdy wierzchotek G znajduje sie po co
najmniej jednej stronie. Dodatkowo tatwo widaé, ze ord(FEy, Es) = ord(G[E1], G[E2)).
Od tej chwili bedziemy operowaé¢ skrotem myslowym i kiedykolwiek bedziemy
mieli separacje krawedziowa {Ey, F»} i splatanie T, bedziemy pisaé¢ (Ey, Ey) € T,
jesli (G[E:\],G[Ey]) € T. Podobnie {E;, Ey} rozréznia splatania 7 i T, jesli
{G|E\], G|Es]} rozréznia T 1 T,

Dwie separacje krawedziowe { £y, Es} i {F1, Fb} sa zagnieZdione, jezeli E; C F; dla
pewnych i, j € {1,2}. Wtedy F3_; C E;5_;, wiec definicja jest symetryczna.

Twierdzenie 9.1 (o zagniezdzonym zbiorze separacji). Dla kazdego grafu G bez
wierzchotkow izolowanych istnieje zbior S parami zagniezdzonych separacji krawe-
dziowych G taki, ze dla dowolnych dwu rozréznialnych splgtan T ¢ T w G istnieje
separacja w S efektywnie rozrozniajgcea T 1T .

Lemat 9.2 (o rybie). Niech G bedzie grafem, a {Ay, As}, {B1, Ba} dwiema nie-
zagniezdzonymi separacjami krawedziowymi G. Wowczas kazda separacja krawe-
dziowa {C4,Cy} grafu G, ktora jest zagniezdzona z obiema separacjami {Ay, Ao} @
{By, By}, jest tez zagniezdzona z czterema separacjami naroznymi {A; N By, AsUBs},
{A1 N By, As U B}, {As N By, Ay U By} i {As N By, Ay U By }.

Dowdd. Z definicji zagniezdzenia mamy C;, C A, oraz C;, C B, dla pewnych
i1,%2, j1,J2 € {1,2}. Gdyby zachodzilo iy # iy, to mielibysSmy As_; C Cs_;, =
Ci, C Bj,, wigc separacje {A;, Ay} 1 { By, Ba} bylyby zagniezdzone. Mozemy wiec
zalozy¢ iy = iy = 1 oraz j; = j, = 1 (by¢ moze zamieniajac strony niektérych
separacji). Mamy wiec C; C Ay oraz C; C By, wiec C; € Ay N By, C; € Ay U By,
C1 C AyUB; i Cy C AjUBy, czyli separacja {C1, Co} jest zagniezdzona z separacjami
naroznymi. ([l

RYSUNEK 13. Poset splatan. Splatania 7Ty, 75 oraz T3 sa maksymalne.
Splatania 7y i T sa efektywnie rozréznialne separacja rzedu 2, zas
splatania 77 i T3 sa efektywnie rozréznialne separacja rzedu 0.
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Dowdd twierdzenia 9.1 o zagniezdzonym zbiorze separacji. Niech S bedzie dowol-
nym maksymalnym zbiorem parami zagniezdzonych separacji, o tej wtasnosci, ze
kazda separacja w S efektywnie rozréznia pewne dwa splatania w G. Niech 7 i T’
beda rozréznialnymi splataniami. Wykazemy, ze pewna separacja z S efektywnie
rozroznia te splatania.

Niech {A, B} bedzie taka separacja efektywnie rozrézniajaca splatania 7 i 7', ktéra
jest zagniezdzona z najwieksza liczba separacji w S. Zaktadamy (A, B) € T oraz
(B,A) € T'. Gdyby {A, B} byla zagniezdzona ze wszystkimi separacjami w S, to
z maksymalnos$ci zbioru § mielibyémy {A, B} € S, czyli to co cheieliémy pokazaé.
Zatézmy wiec, ze {A, B} nie jest zagniezdzona z pewna separacja {C,D} € S.
Separacja {C, D} efektywnie rozréznia pewne dwa splatania U i U’, gdzie (C, D) € U
oraz (D,C) € U'. Niech k = ord(A, B) i ¢ = ord(C, D). Z submodularnosci mamy,
ze ord(ANC,BUD)+ord(AUC,BN D) =ord(A, B) +ord(C,D) =k + (.

Przypadek 1: ¢ < k. Gdyby separacja {C, D} rozrézniata splatania 7 i T, to
robitaby to efektywnie. To jednak przeczytoby wyborowi {A, B} jako separacji
zagniezdzonej z najwieksza liczba separacji z S, bo {C, D} jest zagniezdzona ze
wszystkimi separacjami w S. Zatem splatania 7 i 7' nie sa rozrézniane przez
separacje {C, D}. Zaktadamy wiec bez straty ogdlnosci, ze (C, D) € T i (C,D) € T".

Zat6zmy, ze ord(ANC, BU D) > (. Wéwcezas mamy ord(A U C, BN D) < k. Skoro
strony AiC sagmatew T i1 AUCU(BND) = E(G), wiec (AUC, BND) € T (bo trzy
mate strony w 7 nie moga sie sumowa¢ do calego G). Ponadto BN D C B, a B jest
mala strong w 77, wiec (BN D, AUC) € T'. Wobec tego {AU C, BN D} rozréznia
splatania 7 i 7’. Poniewaz ord(AU C, BN D) < k, ta separacja rozréznia T i T’
efektywnie. Ale na mocy lematu 9.2 (przyjmujac {41, A2} = {A,B} i {Bi1, B2} =
{C, D}) separacja {AUC, BN D} jest zagniezdzona ze wszystkimi separacjami z
S, z ktérymi jest zagniezdzona separacja {A, B}, a dodatkowo jest zagniezdzona z
separacja {C, D} € S, co przeczy wyborowi separacji {A, B}.

Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze ord(ANC, BUD) < [, a zastepujac w powyzszym
rozumowaniu A i B oraz T i T’ dostajemy, ze réwniez ord(BNC, AU D) < [. Zatem
separacje {ANC,BUD} i {BNC,AU D} nie rozrézniaja splatan U i U'. Skoro
jednak C' jest malg strona w U, to (ANC,BUD),(BNC,AUD) € U, a zatem

RYSUNEK 14. Separacje krawedziowe w Lemacie o rybie.
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réwniez w U'. To jednak oznacza, ze graf G jest sumg trzech malych stron splatania
U', mianowicie (AN C)U (BN C)UD = E(G) — sprzecznosé.

Przypadek 2: ( > k. Wtedy separacja {A, B} ma zbyt maly rzad, zeby rozrézniaé
splatania U i U'. Zaktadamy wiec bez straty ogélnosci, ze (A, B) € U oraz (A, B) € U'.

Zatézmy, ze ord(ANC, BUD) > k. Wowczas ord(AUC, BN D) < (. Poniewaz AiC
sa malymi stronami w U i AUCU(BND) = E(G), wiec (AUC, BN D) € U. Ponadto
D jest malg strona w U, wiec (BN D, AUC) € U, wiec separacja {BN D, AUC}
rzedu mniejszego niz [ rozréznia splatania U i U' — sprzecznosé.

Mozemy wiec zatozy¢, ze ord(ANC, BUD) < k, a dzieki symetrycznemu rozumowaniu
réwniez ord(AN D, BUC) < k. Podobnie jak w poprzednim przypadku separacje
{ANnC,BUD}i{AnND,BUCY} sa zagniezdzone z wigksza liczba separacji z S
niz separacja {A, B}. Nie rozrézniaja wiec one separacji 7 i T'. Ale A jest male
w T, wiec réwniez AN D i AN C sag mate w T, wiec separacje (AN C,B U D)
i(AND,BUC) saw T (iréwniez T'). To jednak oznacza, ze trzy male strony
splatania 7' sumuja si¢ do calego grafu: (ANC)U(AND)UB = E(G) — sprzecznosc.

0

Niech G bedzie grafem, a (T, V) jego dekompozycja drzewiasta. Zatézmy ponadto,
ze dla kazdej krawedzi e € E(G) jest wyrdzniony pewien wierzcholek swiadczgcey
t(e) € V(T'), ktérego worek Vi) € V zawiera oba konce krawedzi e. Niech t't” € E(T).
Wtedy definiujemy Ey» jako zbidr tych krawedzi e € E(G) takich, ze t' lezy na
Sciezce z t(e) do t" w T. Wtedy kazda krawedz t't” € E(T) indukuje separacje
krawedziowa { Fyyr, By} grafu G.

Twierdzenie 9.3 (o drzewie splatan). Niech G bedzie grafem bez wierzchotkdéw
izolowanych, a T, Ta, ..., T, bedq splgtaniami maksymalnymi w G. Wowczas istnieje
dekompozycja drzewiasta (T, V) grafu G razem z wyrdznionymi weztami Swiadczgeymi

oraz bijekcja T : V(T) — {T1,..., Ta}, taka ze:

(i) dla kazdego splgtania T; = 7(t;) @ dla kazdej krawedzi §'s”" w T, jesli
ord(Eygr, Egrg) < ord(T;) i 8" lezy na Scieice zt; do 8" wT, to (Esgig, Eggr) €
T;, oraz

(ii) dla kazdych dwu roinych splatan T; = 7(t;), T; = 7(t;) istnieje krawedZ s's” na
Sciezce z t; dot; wT taka, ze separacja {Eg g, Esng} Tozroznia splgtania T; i
T; efektywnie.

Dowdd. Niech S bedzie zagniezdzonym zbiorem separacji, takim ze dla dowolnych
dwu rozréznialnych splatan 7, T’ w G istnieje separacja w S efektywnie rozrézniajaca
T 1T, 1iktéry zostanie bardziej precyzyjnie zdefiniowany w dalszej czesci dowodu.
Oczywiscie zbidr taki istnieje z twierdzenia 9.1, ale aby ponizsze rozumowanie byto
skuteczne, bedzie on musiat spetnia¢ dodatkowe wtasnosci.

P6ki co, dla ustalonego S niech (T, V) bedzie dekompozycja drzewiasta grafu G wraz z
wyborem wierzchotkéw $wiadczacych, taka ze S jest zbiorem separacji indukowanych



STRUKTURALNA TEORIA GRAFOW 31

przez krawedzie tej dekompozycji. Naszym celem jest ulokowanie splatan 7; w
wierzchotkach drzewa T'. Bedziemy to robili algorytmicznie: bedziemy podswietlali
kolejne krawedzie drzewa T', rozwazali las powstaly przez usuniecie z T pod$wietlonych
krawedzi i kazde splatanie maksymalne bedzie zwigzane z jakas sktadowa lasu.
Coraz wieksze rozdrobnienie drzewa T na sktadowe pociggnie za sobg coraz bardziej
precyzyjne ulokowanie splatan w drzewie, a gdy kazda sktadowa bedzie zawierac
jeden wierzchotek, otrzymamy teze. Do dzieta!

Dla dowolnego F' C E(T'), niech (T — F) oznacza zbiér sktadowych lasu T'— F'. Dla
i=0,...,n—1 (gdze kolejne wartosci i odpowiadaja kolejnym krokom algorytmu),
zdefiniowany zostanie zbiér podswietlonych krawedzi F; C E(T) i funkcja f; :
{T1,..., Tn} — K(T—F;). Utrzymywany bedzie niezmiennik — dla kazdego i spelnione
beda nastepujace warunki:

() |Fl =1,

(ii) |f7Y(K)| =1 dla kazdej skladowej K € C(F}),

(111) maXg s cF; OI'd(Es/sH,ESHs/) < mln{m | istnieje 7;7774: takie, ze fz(ﬁ) §£ fz(ﬁ)
oraz T;, Ty, rozréznia separacja rzedu m},

(iv) dla kazdego 7; i dla kazdej krawedzi s's” w F;, jesli ord(Ey g, Egrg) < ord(7;)
oraz s’ lezy na Sciezce ze sktadowej C(7;) do s” w T, to (Esry, Egs) € T; (czyli
fi(T;) jest po duzej stronie; méwimy wtedy, ze T, orientuje krawedz s's” w
strong sktadowej C(T;)),

(v) dla kazdych dwu splataii maksymalnych 7;, 7;, przydzielonych przez funkcje f;
do réznych sktadowych istnieje krawedz s's” € F; na $ciezce laczacqg w drzewie
T te sktadowe, taka ze separacja {Egz, Eg o} rozréznia splatania 7; i Ty
efektywnie.

Niech Fy = () i niech fo(7;) = T dla kazdego j. Niezmiennik jest oczywiscie zachowany.
Teraz ustalmy ¢ < n—11izalézmy, ze niezmiennik jest spetniony. Poniewaz w IC(F}) jest
mniej niz n sktadowych, do co najmniej jednej funkcja f; przypisuje wiecej niz jedno
splatanie. Sposrdéd wszystkich separacji nalezacych do S, ktore efektywnie rozrézniaja
pewne dwa splatania 7;, T; przypisane do tej samej sktadowej K wybierzmy separacje
o minimalnym rzedzie, i poniewaz jest ona indukowana przez krawedz drzewa T,
oznaczmy ja przez { Eg g1, Egry}, gdzie s's” € E(T). Kazde splatanie 7; € f;(K) ma
rzad wiekszy niz ord(Eygr, Egr o), gdyz wybralidmy separacje o minimalnym rzedzie,
zatem separacja dzieli zbiér f;'(K) na sume rozltacznych zbioréw A i B, gdzie A
zawiera te splatania, w ktérych jest (Eg g, Esrg), a B te, w ktérych jest (FEgrg, Fggr).
Poniewaz separacja { Eyg, Egrg} rozréznia pewne dwa elementy f; '(K), zbiory A i
B sg niepuste. Wykazemy teraz, ze krawedz s's” nalezy do sktadowej K. Dla dowodu
nie wprost zalézmy, ze istnieje krawedz t't” € F; oddzielajaca s's” od sktadowej K.
Bez straty ogdélnosci przyjmijmy, ze istnieje $ciezka przechodzaca (w tej kolejnosci)
w T przez wierzchotki s',s” ¢, t" i skladowg K. Zatem Egy O FEuy. Poniewaz
OI‘d(Et/t//, Et”t’) < OI"d(ES/SH, ES//S/) < ord('ﬁ) dla kaZdego 7; € fi_l<K) otrzymujemy,
ze kazde T; € f;'(K) orientuje krawedz ¢'t”, a z powodu wspomnianego zagniezdzenia
rowniez krawedz s's”, w strone sktadowej K. To stoi w sprzeczno$ci z faktem, ze

{Egs, Egrg } rozréznia T;, Ty € (K.
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Niech Fiy1 = F; U{s's"} i zdefiniujmy f;11 zgodnie z f; dla tych 7;, dla ktérych
fi(T;) # K, a dla pozostatych niech f;11(7;) bedzie ta spoéréd dwu sktadowych lasu
K — §'s", w ktorej strone splatanie 7T; orientuje krawedz s's”.

Mamy do pokazania niezmiennik dla ¢ + 1. Punkt (ii) wynika z tego, ze zbiory A i B
sg niepuste. Jedynym nietrywialnym faktem, ktory jest do udowodnienia w ramach
punktu (iv), jest to, ze te splatania 7;, dla ktérych f;(7;) = fiq1(7T;) = L # K,
orientujg krawedz s's” w strone skladowej L — lecz w kazdej takiej sytuacji istnieje
krawedz t't"” € F; zagniezdzona z s's” 1 powtarzajac rozumowanie uzyte poprzednio,
z zagniezdzenia i tego, ze T; orientuje t't” w strone L, otrzymalibysmy, ze krawedz
s's" réwniez jest orientowana w strone L przez splatanie 7T;. Zas punkt (v) nalezy
udowodnié¢ tylko dla takich splatan 7, Tx, ktére w chwili ¢ byty w sktadowej K i

zostaly rozdzielone, lecz one sa efektywnie rozrézniane przez separacje { Fy g1, Esrg }.

Pod koniec wszystkie krawedzie sa podswietlone i mamy bijekcje miedzy sktadowymi
a splataniami. Zauwazmy, ze gdyby liczba wierzchotkow drzewa T byta réwna liczbie
splatan n, kazda sktadowa zawierataby jeden wierzchotek i niezmiennik dawatby
teze. Aby to osiagnaé, teraz wladnie sprecyzujemy definicje S, ktéra pozostawilismy
niedopowiedziang na poczatku dowodu.

Dowdd zostanie zakoniczony, jezeli wskazemy zbiér S spetniajacy warunki z poczatku
dowodu i majacy mniej niz n elementéw, gdyz wtedy |V (7T')| < n, a poniewaz kazde
splatanie 7; wystepuje w innej sktadowej lasu C(F,_;), to po prostu |V (T')| = n.
Niech S bedzie zagniezdzonym zbiorem separacji z twierdzenia 9.1. Dla7 =0,...,n—1
zdefiniujemy co najwyzej i-elementowy zbiér S; C S i podzial T;(1), Ty (2),..., T (i +
1) zbioru splatan maksymalnych na sume 741 niepustych parami roztacznych zbioréw.
Bedziemy utrzymywaé niezmiennik, ze dla kazdych dwu splatan przydzielonych do
réznych zbioréw T;(a), T;(b) istnieje w S; separacja, ktéra je efektywnie rozréznia.

Niech Sy = 0 i niech To(1) = {71, .., Tn}. Niezmiennik oczywiscie zachodzi. Teraz
ustalmy ¢ < n—11izalézmy, ze niezmiennik zachodzi dla 7. Istnieje element podziatu T,
ktory nie jest singletonem. Bez straty ogélnosci niech to bedzie T;. Sposrod wszystkich
elementéw S efektywnie rozrdozniajacych pewne dwa splatania z T; wybierzmy
separacje o najmniejszym rzedzie i oznaczmy ja przez {A, B}. Zauwazmy, ze z
racji minimalnego rzedu separacja ta wystepuje we wszystkich splataniach z Ty,
zatem dzieli zbior Ty na sume dwu niepustych roztacznych zbioréw Ty, = {7; €
T, | (A,B) € T,} iTi2 = {7, € T1 | (B,A) € T;}. Ponownie z minimalnosci
rzedu, separacja ta efektywnie rozréznia kazde dwa splatania 7; € Ty 1,7, € Ty .
Niech §;11 = SU{{A, B}} i niech T,;; bedzie podziatem uzyskanym z T; poprzez
rozdzielenie Ty na Ty, i T; 2. OczywiScie niezmiennik dla 7 + 1 jest speliony.

Niech § = §,,_1. Z niezmiennika dla ¢ = n — 1, zbiér ten spetnia warunki na §
postawione na poczatku dowodu. Ponadto |S| < n, co koniczy dowdd. O
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10. KONTROLOWANIE SKOKOW NA KRACIE ROZPINAJACEJ

Drzewo splatan zadaje nam strukture drzewa ktora z grubsza bedzie odpowiadad
drzewu postulowanemu w strukturalnym twierdzeniu. Teraz bedziemy probowad
zrozumie¢ strukture grafu lokalng wzgledem splatania.

Twierdzenie 10.1 (o kracie w wersji wzmocnionej). Istnieje funkcja g taka, ze dla
kazdego k > 1, dla kazdego grafu G i splgtania T rzedu g(k) w G, istnieje model By,
w G kontrolowany przez T .

Dowdd. Na éwiczeniach. O

Niech G bedzie grafem i T bedzie splataniem rzedu g(k) w G
Cel: opisaé strukture G lokalna wzgledem splatania T .

Niech H bedzie modelem Hj; kontrolowanym przez 7. Dla potrzeb twierdzenia
strukturalnego nasz cel mozemy przeformutowaé¢ w nastepujacy sposob.

Cel: opisaé strukture G lokalng wzgledem H.

Prostszy cel na poczatek: Opisac strukture G lokalna wzgledem H, przy zaltozeniu,
ze H jest krata rozpinajaca w G (to znaczy H C G oraz V(H) = V(G)).

Niech H bedzie krata k& x n. Wierzchotek lezacy na przecieciu i-tego wiersza i j-tej
kolumny oznaczamy przez vy (i, j). Brzegiem o szerokosci d kraty H nazywamy zbiér

0a(H) =A{vp(i,7) | min(z, j,k —i+1,n—j+1) < d}.

Dlal<i<k—1lorazl<j<n—1cykl (vg(i,7),vg(,j+ 1),og( + 1,5 +
1),vg(i+ 1,7)) nazywamy (i, j)-kratkq. Jezeli graf G jest rozpinany przez krate H,
to méwimy, ze (7, j)-kratka ma krzyzyk w G, jesli {vg(i,7),vu(i + 1,5+ 1)} € E(G)
oraz {vg(i+1,7),vg(i,7 + 1)} € E(G).

Lemat 10.2. Niech Gy bedzie kratq (4t) x (4t?) z krzyzykami w kazdej kratce $rod-
kowego ((2t)-tego) wiersza. Wtedy

K, < Gy.

Dowdd. Patrz Rysunki 15 i 16. O

Lemat 10.3 (Wiele krzyzykow daleko od brzegu). Niech G bedzie grafem rozpinanym
przez krate H. Niech t bedzie dodatnig liczbg catkowitq i niech d = 2t. Jezeli istnieje
co najmniej (2d* — 4)* + 1 kratek rozlgeznych z 8q_1(H), ktére majg krzyzyk w G, to
K, <@G.

Dowéd. Niech C bedzie zbiorem (2d% — 4)? + 1 takich par (4, ), ze (i, j)-kratka kraty
H jest roztaczna z 64—1(H) oraz ma krzyzyk w G. Niech R = {i | (i,j) € C} oraz
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RysSuNEK 15. Od kraty z krzyzykami w srodkowym wierszu do kraty
z krzyzykami w kazdej kratce.

2t

K < Koy < < Go

RYSUNEK 16. Od kraty z krzyzykami w kazdej kratce do minoru
petnego grafu dwudzielnego.

C={j|(iJj) € C}. Mamy
|R| > 2d* — 3 lub |C] > 2d* — 3,

gdyz w przeciwnym wypadku mieliby$my |C| < (2d% — 3)?, sprzeczno$é. Bez straty
ogolnosci zaktadamy, ze |C| > 2d* — 3, to znaczy krzyzyki wystepuja w co najmniej
2d% — 3 r6znych kolumnach kraty H. Biorgc po jednym krzyzyku z co drugiej kolumny
zawierajacej krzyzyk, otrzymujemy podzbiér C' C C taki, ze |C'| > d* — 1 oraz dla
dowolnych dwéch réznych par (7, j), (¢, j') € C' zachodzi |j — j'| > 2 (a wiec krzyzyki
w C’ sa w niesasiadujacych kolumnach).
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RYSUNEK 17. Jezeli graf G ma krzyzyki w wielu kolumnach, to jego
minorem jest graf G z tresci lematu 10.2.

Kontraktujac niektére ,,pionowe” krawedzie postaci {vy (i, 7), vy (i + 1, j)} mozemy
otrzymacé taki minor grafu G rozpinany przez krate (2d) x n, ze w d-tym wierszu jest
2d%—1 krzyzykéw. Nastepnie kontraktujac niektére ,,poziome” krawedzie otrzymujemy
graf Gy z wypowiedzi lematu 10.2 (patrz Rysunek 17) O

Lemat 10.4 (Liczne skojarzenie ze srodka podkraty na zewnatrz). Niech d = 2t i
m =myg,(t) = 4(8t*)*. Niech H; bedzie podkratg H i niech M bedzie skojarzeniem
w G takim, zZe kazda krawedZ M ma jeden koniec w V(Hy) — 04(Hy), a drugi koniec
wV(GQ) = V(Hy). Wtedy, jesli |M| > m, to K; < G.

Dowéd. Graf H — V(H;) mozna pokry¢ czterema kratami roztacznymi z H;. Istnieje
wiec podskojarzenie M’ C M takie, ze |M'| > (8t%)*, oraz wszystkie krawedzie M’
maja koniec w pewnej kracie Hs rozlacznej z H,. Patrz Rysunek 18.

Niech R = {i | M’ ma krawedz o koficu w i-tym wierszu H;} i C = {j |
M’ ma krawedz o koricu w j-tej kolumnie H;}. Wtedy |R| > (8t%)2 lub |C] > (8t%)2.
Bez straty ogdlnosci zaktadamy, ze zachodzi |C| > (8t2)%.
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RYSUNEK 18. Pokrycie H — H; czterema kratami (po lewej) oraz
skojarzenie z wnetrza H; do Hs (po prawej).

Kontraktujemy wnetrze kraty H; zostawiajac tylko jeden wiersz w srodku (poza
brzegiem d0q;(H;)) oraz zostawiajac tylko kolumny z C. Ze struktury kraty H,
potrzebujemy jedynie dowolnie ustalong $ciezke Hamiltona P. Patrz Rysunek 19.
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RyYsSuNEK 19. Od skojarzenia pomiedzy srodkowym wierszem kraty a
Sciezka na zewnatrz do grafu Gy.

Niech P bedzie Sciezka Hamiltona w Hy. Z twierdzenia Erddsa-Szekeresa istnieje
podzbiér krawedzi M” C M’ o mocy co najmniej 8t2, ktére majg koniec w kolumnach
o rosngcych numerach i ktorych drugie konce leza na Sciezce w sposéb monoto-
niczny. Ponownie bierzemy minor naszej struktury, pozostawiajac jedynie kolumny z
krawedziami w M". Patrz Rysunek 19.

Nastepnie kontraktujac odpowiednie krawedzie otrzymujemy ze srodkowych dwu
wierszy o dtugoéci 8t2, jeden wiersz o dtugosci 4t? z krzyzykiem w kazdej kratce. A
zatem Gy < G iz lematu 10.2 otrzymujemy K; < Gy < G. O
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Dla dowolnych dwoéch wierzchotkéw = i y kraty H, takich, ze x = wvy(i,j) oraz
y = vy (7, j") definiujemy h-dist(z,y) = |7 — j'|-

Lemat 10.5 (Liczne skojarzenie o dtugich krawedziach z cho¢ jednym konicem daleko
od brzegu). Niech d = 4t, my = 4% + mg4(t), ma = 4m 9 4(t), mig5(t) = my X ma
i niech M bedzie skojarzeniem w G takim, Ze dla kaZdej krawedzi e = xy € M mamy

(i) h-dist(z,y) > 4t oraz
(i) @ & 8a(H) tub y & 64(H)

Jesli ’M| = Migs = M1 - Mo + 1, to K; < G.

Dowdd. Dla kazdej krawedzi e = xy € M niech I, = {j | h-dist(z,vg(1,7)) +
h-dist(vg (1, 7)) = h-dist(x,y)}. Niech 7T = {I.}.en. Kladac I, < Iy jedli j < k dla
wszystkich j € I., k € Iy dostajemy porzadek czeSciowy. Dla dowolnego porzadku
czeSciowego P mamy |P| < height(P) - width(P), wiec Z zawiera taricuch o mocy m;
lub antytancuch o mocy mso

Przypadek 1: Istnieje M’ C M takie, ze przedziaty I. oraz Iy sa roztaczne dla
réznych e, f € M’ oraz |[M'| > m;.

Jezeli co najmniej 4¢* sposréd skokéw w M’ nie ma zadnego z koncéw w &9y (H ), to
z kazdego takiego skoku mozemy zrobi¢ jeden krzyzyk, otrzymujac w ten sposéb jako
minor graf Gy z lematu 10.2, wiec G ma K;-minor (patrz Rysunek 20). W przeciwnym
razie istnieje myo4(t) skokéw w M’; sposréd ktorych kazdy ma jeden koniec w dos(H),
a wigc drugi w V(H) — 64(H) (patrz Rysunek 20). Wtedy jednak G ma K;-minor
na mocy lematu 10.4.

: 2t /
,o"i S~—
I . _/ \_¢

RYSUNEK 20. Duzo skokéw zawartych w roztacznych pasach kolumn
pozwala wygenerowa¢ duzo krzyzykow daleko od brzegu lub daje duze
skojarzenie ze srodka podkraty na zewnatrz.

Przypadek 2: Istnieja M’ C M oraz j, takie, ze jy nalezy do I, dla wszystkich
e € M’ oraz |M'| > ma.

Dla kazdego skoku e € M’ zachodzi h-dist(x,y) > 4t, wiec {jo — 2t — 1, jo} C I lub
{jo — 1,70 + 2t} C I. Istnieje wiec podzbiér M” o mocy co najmniej my/2 oraz pas
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(7,7 + 2t) takie, ze kazdy skok w M" | przeskakuje” kolumny z pasa (7, j + 2t), to
zaczy {j — 1,7 +2t+ 1} C ..

Krate H mozemy w jednoznaczny sposob pokryé¢ dwoma podkratami Hy i Hs, ktorych
przecieciem sa kolumny z pasa (j, j + 2t). Wéwczas kazda krawedz w M” ma jeden
z koncow w V (H)—04(H). Ale oba konce krawedzi leza poza pasem (7, j+2t). Oznacza
to, ze kazda krawedz ma koniec w V(Hy) — 09:(H;) lub w V/(Hs) — 09:(H3). Skoro
|M"| = mso/2 = 2my04(t), to Ki-minor mozemy otrzymujemy aplikujac lemat 10.4
do jednej z krat H; lub Hy (patrz Rysunek 21).
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RysUNEK 21. Duzo skokow przeskakujacych te samg kolumne daje
podkrate z duzym skojarzeniem miedzy srodkiem a zewnetrzem.

O

Lemat 10.6. Istniejg funkcje £ = £(t) oraz n = n(t, k) takie, Ze dla dowolnych liczb
catkowitych t,k > 0 oraz dowolnego grafu G bez Ki;-minoru, jezeli graf H = H,
rozpina G, to istnieje podkrata By = Hy C H oraz zbior U C V(G) — V(H,) takie,
ze:

() U] < ¢,
(il) G[V(H,)] jest planarny oraz
(iii) dla kazdej krawedzi xy € E(G) jesli x € V(Hy) — 01(Hy), toy € V(Hy) lub
yelU.

Dowéd. Cwiczenie 10.1. O

11. ROZLACZNE A-SCIEZKI

Niech G bedzie grafem i A C V(G). Sciezka P w G jest A-$ciezkq jesli |V (P)| > 2,
oba konce P leza w A oraz zaden inny wierzchotek P nie lezy w A. Maksymalng
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H

liczbe parami roztacznych A-Sciezek w G oznaczamy przez v(G, A). W szczegdlnosci
wiec v(G, V(G)) = v(G) jest réwne wielkosci najwigkszego skojarzenia w G.

Niech G’ bedzie grafem powstatym na bazie grafu G i zbioru A C V(G) w nastepujacy
spos6b (patrz Rysunek 11): V(G') = V(G) U {v' | v € V(G) — A}, E(G') =
EG)U{uv |uww € E(G—-A)}U{w' |uw € E(G),u e A,v € V(G) — A} U {vv |
veV(G) — A}

./

/o
=
N

RYSUNEK 22. Konstrukcja grafu G’ o wtasnosci v(G, A) = v(G') —
V(G) — Al

Obserwacja 11.1 (Gallai). Dla dowolnego grafu G oraz zbioru A C V(G) zachodzi
v(G,A) =v(G") - |V(G) — Al

Dowdd. Skojarzenie N = {vv' | v € v — A} w grafie G’ ma moc |V — A|. Kazda A-
Sciezka v1vs . .. v w G indukuje Sciezke powiekszajaca vy vavhvivs . . . vy, dla skojarzenia
N. Ponadto roztaczne A $ciezki indukuja roztaczne Sciezki powiekszajace $ciezki dla
skojarzenia N, wiec v(G') = |N|+v(G,A) = |[V(G) — A| + v(G, A).
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W druga strone jezeli M jest najwiekszym skojarzeniem w G’, to réznica symetryczna
tych Sciezek alternujacych jest co najmniej |M| — | N| $ciezek powigkszajacych dla
skojarzenia N (to znaczy takich, ze pierwsza i ostatnia krawedz sa w M). Kazda
taka $ciezka powiekszajaca indukuje A-Sciezke w G, a roztaczne Sciezki indukuja
roztaczne A-Sciezki. Mamy wiec v(G, A) > |M| — |N| =v(G') — |V — A|. O

Twierdzenie 11.2 (Gallai, 1961). Dla kazdej liczby calkowitej k > 1, dla kazdego
grafu G i A C V(Q) zachodzi

(i) G zawiera k parami rozlgcznych Sciezek, lub
(ii) istnieje taki zbior X C V(G), ze | X| < 2k —2 i G — X nie ma A-$ciezki.

Zatem istnieje taki zbior X C V(G), ze | X| < 2v(G, A) i G — X nie ma A-Sciezki.
Dowdd. Cwiczenie 11.4. 0

Przedstawimy teraz krotszy argument, w szczegdlnosci nieuzywajacy formuty Tutte’a-
Berge’a, dowodzacy stabszej wypowiedzi to jest takiej gdzie | X| < 2k — 2 zastapimy
|X| < 4k. Dowdd ten jest znakomita ilustracja techniki ramki, ktéra dziata z
powodzeniem w wielu podobnych sytuacjach, gdy dowodzimy, ze rozwazany zbior
obiektow ma wlasno$¢ Erddsa-Posy.

Obserwacja 11.3. Kazde drzewo o maksymalnym stopniu co najwyzej 3 oraz p
lisciach zawiera |5 parami rozlgcznych Sciezek pomigdzy lisémi.

Dowdd twierdzenia 11.2 dla | X| < 4k. Niech F' C G bedzie maksymalnym na inklu-
zje lasem o nastepujacych wlasnosciach (patrz Rysunek 11):

e maksymalny stopien wierzchotka w F wynosi co najwyzej 3 i F' nie ma wierz-
chotkéw izolowanych,
e kazdy lis¢ lasu F' lezy w A i kazdy wierzchotek ze zbioru ANV (F) jest lidciem F.

RYSUNEK 23. Las F' i wybrany podzbior X C V(F).

Niech c bedzie liczba spdjnych sktadowych lasu F'. Jesli F' zawiera co najmniej 2k + ¢
wierzchotki z A, to aplikujac Obserwacje 11.3 otrzymujemy k roztacznych A-$ciezek.
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Jesli zas |[ANV(F)| < 2k + ¢, to wybieramy
X=AnV(F)U{v e V(F)| stopien v w F' wynosi 3}.

W kazdym drzewie o stopniu maksymalnym < 3 wiemy, ze liczba wierzchotkéw o
stopniu 3 jest réwna liczbie lisci odja¢ 2. Zatem

IX|=|ANV(F)| + |ANV(F)| — 2¢ < 4k.

Twierdzimy, ze X przecina kazda A-Sciezke w G. Dla dowodu nie wprost niech P
bedzie A-Sciezkg omijajaca X, o koncach aq,as € A. Poniewaz, wszystkie liscie F'
sa w X wnioskujemy, ze a,ay & V(F'). Jesli P jest roztaczne z F to F'U P bylby
lasem przeczacym maksymalnosci wyboru F'. Zatem P przecina F' i niech v bedzie
pierwszym wierzchotkiem na P od strony aq, ktéry jest w V(F). Z whasnosci F
wiemy, ze v ma stopien 2 lub 3 w F. Jesli v ma stopien 3 w F, to X przecina P,
sprzeczno$é. Jesli v ma stopien 2 w F, to F' U Play,v] przeczy maksymalnosci F,
sprzecznosc. O

12. ROZLACZNE SCIEZKI TRANSWERSALNE

Niech G bedzie grafem. Niech S,T C V(G) i niech S bedzie podziatem zbioru S.
Oznaczmy przez p(S,T) maksymalna liczbe takich parami roztacznych Sciezek z
S do T w G, ze maja one konice w r6znych blokach S. Innymi stowy u(S,T) =
max kg (S',T), gdzie maksimum jest brane po takich zbiorach S" C S, ze S’ zawiera
co najwyzej jeden wierzchotek z kazdego bloku S.

N

BANY|

T
RYSUNEK 24. u(S,T) > 3.
Dla kazdego zbioru S’ C S definiujemy

r(S") = kaq(S',T),
ro(S) ={A eS| S NA#D}.

Cwiczenie (11.5). Wykazaé, ze My = (S,7) oraz My = (S,75) sa matroidami.

Zauwaz, ze u(S,T) jest wielkoscia najwiekszego zbioru, ktéry jest niezalezny réwno-
czesnie w My 1w M.
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Twierdzenie 12.1. Istnieje taki podzial (S1,82) zbioru S, Ze
Sl <& 1) i k(UST) < (S, T).

)
e e

(SaT) — T

RYSUNEK 25. Podzial § na &) 1 Ss taki, ze Sy jest mate i kg(US2, T')
jest male.

Dowadd. Niech I bedzie najwigkszym zbiorem niezaleznym w M; i w M. Niech
S={AeS|ANT#0}oraz S =8 — 8. Wtedy |S1] = |I| = u(S,T). Wystarczy
wiec wykazaé, ze kg(US2,T) < u(S,T). Niech Sy = US,. Rozwazmy dowolny
element v € Sy. Twierdzimy, ze v € closyy, (I). W przeciwnym wypadku, poniewaz v
nalezy do innego bloku S niz wszystkie elementy I, zbiér I U {v} bylby niezalezny w
obu matroidach, sprzeczno$¢ z maksymalnoscig I. Zatem Sy C closyy, (1) i

Hg(SQ,T) < Hg(SQ U [,T) = Iﬂlg([,T) = ’[| = M(S,T>7
co byto do pokazania. 0

Cwiczenie (11.6). Zalézmy, ze kazdy blok w S jest spéjny. Niech &k oznacza mak-
symalna liczbe parami roztacznych S-T-$ciezek o tej wlasnosci, ze kazdy blok w &
zawiera koniec co najwyzej jednej Sciezki. Niech B C V(G) bedzie zbiorem przecina-
jacym wszystkie bloki z S. Wykazaé, ze kg(B,T) > g

13. KONTROLOWANIE SKOKOW NA KRATOWNICY

Niech k,n > 2. Graf H jest (k,n)-kratownicq jesli istnieja roztaczne $ciezki Py, ..., Py
oraz roztaczne Sciezki Qq,...,Q, w H takie, ze

H=PUPU---UP,UQiUQyU---UQ,

oraz

(i) kazda éciezka P; jest (V(Q1), V(Qn))-$ciezka przecinajaca Sciezki Q1, Q, . .., Qn
w tej kolejnosci,
(ii) kazda Sciezka Q; jest (V(P1), V(Py))-Sciezka przecinajaca Sciezki Py, P, ..., Py
w tej kolejnosci,
(ili) dla kazdej pary Sciezek P; oraz @); przeciecie $ciezek P; N Q); jest Sciezka.
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Woéwczas moéwimy, ze Sciezki Py, Ps, ..., P, nazywamy Sciezkami poziomymi kra-
townicy H, zas Sciezki Q1, Qo, ..., Q, nazywamy sciezkami pionowymi kratownicy
H (Sciezki poziome i pionowe w ustalonej kratownicy nie sa wyznaczone jedno-
znacznie). Patrz Rysunek 26. Réwnowaznie, graf H jest (k,n)-kratownica, jezeli
jest minimalnym na inkluzje grafem planarnym zawierajacym krate k x n jako
minor (éwiczenie). (k', n’)-podkratownicg (k,n)-kratownicy H nazywamy taka (k',n’)-
kratownice H' C H, ze kazda $ciezka pozioma kratownicy H' jest zawarta w pewnej
Sciezce poziomej kratownicy H' i kazda Sciezka pionowa kratownicy H' jest zawarta
w pewnej Sciezce pionowej kratownicy H.

RYSUNEK 26. (5,6)-Kratownica H. Na zielono zaznaczona jest (2, 3)-
komorka, a na pomaraniczowo H|[d;(H)].

Jezeli H jest (k,n)-kratownica o Sciezkach poziomych Pi, P, ..., P, i Sciezkach
pionowych Q1,Q2,...,Qn, todlai € {1,2,...,k — 1} oraz j € {1,2,...,n — 1}
jedyny cykl w grafie P, U Py U Q; U Q)41 nazywamy (i, j)-komorkg. Dla kazdego
d > 1 definiujemy zbior d4(H) jako zbiér wierzchotkéw lezacych w takich (i, 7)-
komorkach kratownicy H, ze min(i, j,k — i,n — j) < d. Graf indukowany H [04(H )]
jest 2-spéjny oraz dla kazdego d > 1 istnieja Sciezki Ry, R, R3, Ry w grafie H, Ze
H[64(H)] = Ry U Ry U R3 U Ry (patrz Rysunek 27).

RYSUNEK 27. Dwie Sciezki wystarcza, aby pokryé¢ wszystkie wierz-
chotki §4(H) lezace na pionowych $ciezkach kratownicy H. Kolejne
dwie moga pokry¢ wierzcholtki lezace na poziomych Sciezkach.

Niech H bedzie (k, n)-kratownica o $ciezkach poziomych Py, Py, . .., Py oraz $ciezkach
pionowych Q1,Q2, ..., Q. Ustalmy taki model {Tj;}icpi jem kraty k x n w H, ze
dla kazdego worka T;; zachodzi V (P, NQ;) C T;;. Z minimalnosci kratownicy wynika,
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ze U, ; Ti; = V(G) i dla kazdego worka Tj; graf indukowany G[T5;] jest drzewem o co
najwyzej czterech liciach. Dla dowolnych dwoch wierzchotkéw v, w € V(H) takich,
ze v € T;; oraz v € Ty definiujemy h-dist(v,w) = |j — j'|. Definicja funkcji h-dist
zalezy od wyboru modelu kraty, wiec uzywajac tej funkcji bedziemy zaktadac, ze
model jest ustalony.

Jezeli kratownica H jest podgrafem grafu G, to skokiem w H nazywamy kazda V (H)-
Sciezke, czyli $ciezke w G o dodatniej dtugosci przecinajaca H tylko na koncach. Skok
w P o koncach w x,y € V(H) jest d-dlugi, jezeli

h-dist(x,y) > 2d  oraz x,y & 0q4(H).

Twierdzenie A. Istnieja takie funkcje d = da(t), f = fa(t) oraz n = na(t,ny),
ze jesli H jest (k,n)-kratownica w grafie G niemajacym K;-minoru, to istnieja
(k,ny)-podkratownica H' oraz zbiér U C V(G) — V(H') takie, ze

o |U| < f oraz
e kazdy d-dtugi skok w H o co najmniej jednym koncu w V' (H’) przecina zbiér U.

Dowdd. Niech d4(t) = 4t. Ustalmy model {T}; : 1 <i < k,1 < j < n} kraty k xn
jak w definicji funkcji h-dist. Dla kazdego ¢ > 1 niech

k ed
x=U U 1
i=1 j=(f—1)d+1
Wéwezas zbiory X; tworza podzial V(H) na paski, gdzie kazdy pasek jest suma
workéw odpowiadajacych wierzchotkom lezacym na d kolejnych kolumnach kraty.
Dla kazdego ¢ € {0, 1,2} definiujemy zbidr

Zg - 5d<H) U UXgl'Jrg.

Zbiory Z, pokrywaja catg kratownice H i kazdy d-dtugi skok jest roztaczny z pewnym
z tych zbioréw (bo kazdy koniec znajduje sie tylko w jednym z tych trzech zbioréw).
Bedziemy wiec w trzech krokach czysci¢ kratownice z d-dtugich skokéw omijajacych
kolejne zbiory Z,. Wykazemy, ze dla kazdego ¢ zachodzi nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 13.1. Istniejq takie funkcje ng = no(t,n1), fo(t), Ze jezeli Hy jest
(k, ng)-podkratownicg kratownicy H, to istniejq (k,ny)-podkratownica Hy kratownicy
Hy oraz zbior Uy takie, Ze

o |Uy| < fo(t) oraz
o kazdy d-dlugi skok w H rozlgezny z Zy o co najmniej jednym koricu w V (Hy)
przecina zbior Uy .

Zalézmy, ze powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe. Niech fa(t) = 3fo(t) oraz
na(t,ny) = no(t,no(t,no(t,n1))). Korzystajac ze Stwierdzenia trzykrotnie mozemy
otrzymac zstepujacy ciag podkratownic Hy 2 Hy O Hjs oraz zbiory Uy, Us, Us o tej
wihasnosci, ze dla ¢ € {0, 1,2} kazdy d-dtugi skok w H roztaczny z Z; o co najmniej
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jednym koncu w V' (Hy, 1) przecina zbiér Uyyq. Teza zadania zachodzi wiec dla pod-
kratownié¢y H' = Hj oraz zbioru U = U; U Uy U Us. Pozostaje zatem udowodnié
Stwierdzenie.

Niech ‘H bedzie zbiorem komponentéw grafu G — Z, i niech A C V(G) — Z, bedzie
dowolnym zbiorem przecinajacym kazdy komponent z ‘H w jednym wierzchotku
sagsiadujacym z Z, w H. Zalézmy, ze istnieje rodzina P roztacznych A-$ciezek o
mocy co najmniej myo5(t). Wéwezas podgraf H[Z, U A]UUP grafu G zawiera jako
minor krate z myo5(t) niezaleznymi krawedziami daleko od brzegu. Wtedy na mocy
lematu 10.5 K; < G — sprzecznosc.

Mozemy wiec zalozy¢, ze v(G — Zy, A) < myo5(t). Na mocy twierdzenia 11.2 istnieje
taki zbiér Y C V(G), ze |Y| < 2my5(t) oraz kazda A-$ciezka w G przecina Y.
Niech Hy = {H' € H | V(H')NY # (}. Dla kazdego H' € H; wybierzmy dowolna
taka podkratownice H” kratownicy H, ze H' C H” oraz |V (H")| jest najmniejsze
mozliwe i niech H, bedzie zbiorem wszystkich kratownic H” otrzymanych w ten
sposob. Woéwezas kazda, kratownicg H" € Hs mozna pokry¢ dwoma Sciezkami, a ich
sume |J Ho mozna pokryé 8myg5(t) Sciezkami.

RYSUNEK 28. Zbiér Y trafia wszystkie A-Sciezki w G — Z, (zbidér Z,
zaznaczony na réozowo, A na zielono a Y na niebiesko).

Niech T'= Ugney, V(H") 1S ={V(H') | H € H — H:}. Ponadto niech S =US,
B =ANS oraz Z, = Z,—T. Gdyby w G — Z istniato 8m 5(t) - m10.4(t) roztacznych
(B, T)-$ciezek to istniatoby mqg4(t) roztacznych (B, V(P))-Sciezek w G — Z; dla
pewnej Sciezki P, jednej sposrod 8myg5(t) Sciezek pokrywajacych U Hy. Wtedy na
mocy lematu 10.4 istniatby K; < G — sprzeczno$c.

Mamy wigc rg—z,(B,T) < 8mig5(t) - mio.a(t). Zachodzi nier6wnosé pg—z(S,T) <
2kG-z,(B,T) (Cwiczenie 11.6), wiec g 2,(8,T) < 16myg5(t) - miga(t). Na mocy
twierdzenia 12.1 istnieje taki podziat (31,32) zbioru S, ze |S1] < 16myg5(t) - myg.a(t)
oraz rig-z,(USa, T') < 16mig5(t) - mig.4(t). Z twierdzenia Mengera istnieje taki zbior
W CV(G—Z)), ze |W| < 16myg5(t) - myg4(t) oraz kazda (U Ss, T)-Sciezka w G — Z;,
przecina W.

Niech U; =Y U W. Liczba komponentéw w H — Z, przecinajacych zbiér U; wynosi
co najwyzej |Up| < fo(t) = 16myg5(t) - mig.4(t) + 4myg5(t), zas liczba komponentdw
w 81 wynosi co najwyzej 16mqo5(t) - myoa(t). Jesli wiec ng = (16mqo5(t) - myo.a(t) +
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Amygs(t) + 16mao5(t) - mioa(t) + 1) - n1/(3d), to znajdziemy (k,n,)-podkratownice
H; kratownicy Hj, ktéra przecina jedynie takie komponenty z G — Z;, ktore sa
roztaczne z Uy i nie sa w zbiorze S; (zatem H; przecina jedynie komponenty z S).
Twierdzimy, ze kratownica H;i i zbiér U; spetniaja warunki Stwierdzenia. Niech P
bedzie d-dtugim skokiem w H roztacznym z Z, i majacym koniec w H;. Wykazemy, ze
skok ten przecina zbiér U;. Koniec skoku P bedacy w H; znajduje sie w komponencie
ze zbioru Sy. Jezeli drugi koniec jest w zbiorze T', to skok P jest (USs, T')-$ciezka,
wiec przecina zbiér W. Jezeli za$ drugi koniec nie jest w 7', to oba konce sa w
komponentach ze zbioru §, zatem oba komponenty sa roztaczne z Y. Skok P musi
wiec przecinac zbior Y, gdyz w przeciwnym razie mozna by go przedtuzy¢ do A-$ciezki
roztacznej z Y,. Faktycznie wiec w obu przypadkach skok P przecina zbior U;. [

Skok w H o koricach z,y jest d-brzegowy, jesli x & d34(H) iy € 64(H) (lub na
odwrot).

Twierdzenie B. Istnieja takie funkcje d = dg(t), f = f(t) oraz n = ng(t,ny),
ze jesli H jest (k,n)-kratownica w grafie G niemajacym K;-minoru, to istniejg
(k,ny)-podkratownica H” oraz zbiér U C V(G) — V(H") takie, ze

o |U| < f oraz
e kazdy d-dtugi lub d-brzegowy skok w H o co najmniej jednym koncu w V(H")
przecina zbiér U.

Dowdd. Niech dp(t) = da(t). Niech {T;; : 1 < i < k,1 < j < n} bedzie takim
modelem kraty k x n w H, jak w definicji funkcji h-dist. Dla kazdego ¢ definiujemy
zbior

i=1j5=({—1)(2d)+1
Dla ¢ € {0,1} niech
Z[ = (53d(H) U UX2i+g) AN (5d<H)

Wéwezas dla kazdego d-brzegowego skoku istnieje takie ¢ € {0, 1}, ze konice skoku
lezg w roznych komponentach H — Z,. Na mocy twierdzenia A mozemy znalez¢ duzg
podkratownice H' kratownicy H oraz nieduzy zbiér U’ C V(G) — V(H') takie, ze
kazdy d-dtugi skok w H o co najmniej jednym koncu w H’ przecina U’. Podobnie
jak w dowodzie twierdzenia A bedziemy osobno czy$ci¢ kratownice z d-brzegowych
skokow omijajacych kazdy ze zbioréw Z, i Z;. Wystarczy wykazaé¢ nastepujace
stwierdzenie dla ¢ € {0, 1}.

Stwierdzenie 13.2. Istniejg takie funkcje ng = no(t,nq), fo(t), ze jezeli Hy jest
takq (k,ng)-podkratownicq kratownicy H', Ze kazdy d-diugi skok w H nie ma ani
jednego korica w Hy, to istniejg (k,ny)-podkratownica Hy kratownicy Hy oraz zbior

Uy CV(G) — V(H,y) takie, ze

o U] < fo(t) oraz
o kazdy d-brzegowy skok w H rozlgczny z Zy o co najmniej jednym korncu w V(Hy)
przecina zbior (U U Uy).
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Niech T' = d34(H) i niech S = {V(H) : H jest komponentem Hy — (Z, UT)}. Skoro
kazdy d-dtugi skok w H o co najmniej jednym koncu w Hy przecina zbiér U’, to w
G —(Z,UTUU’) nie ma $ciezek pomiedzy réznymi blokami z S. Stad, skoro G nie ma
K-minoru, to na mocy twierdzenia 10.4 wnioskujemy, ze pig—(z,uu1 (S, T) < mioa(t),
a co za tym idzie

pe—z,(S,T) < |U'| 4+ maoa(t) < falt) + mioa(t).

Wobec tego na mocy twierdzenia 12.1 istnieje taki podzial (S;,Sy) zbioru S, ze
|S1| < fa(t) +mipa(t) oraz kg—z,(US2, T') < fa(t) + myg.4(t). Na mocy twierdzenia
Mengera istnieje taki zbior U; C V(G), ze |Uy| < myo4(t) oraz kazda (USs, T)-
Sciezka w G — Z, przecina zbiér U;. Teraz jezeli ng jest odpowiednio duze (wzgledem
t), to istnieje (k,np)-podkratownica H; kratownicy Hy, ktora jest roztaczna z U,
oraz ze wszystkimi blokami z &;. Latwo przekonac sie, ze kratownica H; oraz zbior
U, speliaja warunki Stwierdzenia. ([l

14. TWIERDZENIE O DWOCH SCIEZKACH

Niech G bedzie grafem, a C cyklem w G. Sciezka P w G jest C-$ciezkg jedli P ma
dwa konce na cyklu C'; zaden wewnetrzny wierzchotek Sciezki P nie lezy na cyklu C'
oraz E(P)N E(C) = (. Méwimy, ze dwie C-Sciezki Py i Py krzyzujg sie, jezeli graf
C' U P, U P, jest izomorficzny z pewnym podpodziat grafu K.

RyYSUNEK 29. Krzyzujace si¢ C-$ciezki.

Chcemy opisaé strukture takich par (G, C) dla ktérych nie istnieje para krzyzujacych
sie C-sciezek. W przypadku, gdy G jest grafem 4-spojnym, ta struktura jest bardzo
porzadna:

Twierdzenie 14.1 (Jung 1970; Seymour 1980; Shiloach 1980; Thomassen 1980).
Niech G bedzie grafem 4-spojnym, a C' cyklem w G. Wtedy nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) G nie zawiera pary krzyzujacych sie C-$ciezek;
(ii) G jest planarny i istnieje zanurzenie G w plaszczyzne takie, ze C jest Sciang
zewnetrzng w tym zanurzeniu.



48 P. MICEK I M. SEWERYN

Jednak nas interesuja rowniez grafy, ktére niekoniecznie sa 4-spéjne, dlatego po-
trzebujemy silniejszej wypowiedzi tego twierdzenia. Aby sformutowaé te silniejsza
wypowiedz musimy zdefiniowa¢ wewnetrzng 4-spojnosé grafu.

Niech G bedzie grafem, a C' cyklem w grafie G. Niech (A, B) bedzie taka separacja
grafu G, ze V(A) — V(B) # 0 oraz E(C) C E(B). Jezeli ord(A, B) < 3, to by¢ moze
stosujac jedna z nastepujacych redukcji mozemy otrzymac taki graf H < G, ze G
zawiera pare krzyzujacych sie¢ C-Sciezek wtedy i tylko wtedy, gdy H zawiera pare
krzyzujacych sie C-Sciezek (patrz Rysunek 30).

Redukcja 1. Jezeli ord(A, B) < 2, to mozemy wzia¢ H = B.

Redukcja 2. Jezeli w grafie G nie mozna zastosowa¢ Redukcji 1 oraz ord(A, B) = 2,
to bierzemy H = B U {zy}, gdzie {z,y} = V(A) NV (B).

Redukcja 3. Jezeli w grafie G nie mozna zastosowaé Redukcji 1, ani Redukcji 2, oraz
ord(A,B) =31 |V(A) — V(B)| > 2, to mozemy wybra¢ H = BU {zy,yz, zz}, gdzie
{z,y,2} = V(A)NV(B). Aby przekona¢ sig, ze H jest minorem grafu G, zauwazmy
najpierw, ze gdyby A byl lasem, to byltby niespéjny lub zawieratby wierzchotek o
stopniu 2, co przeczytoby temu, ze nie da sie zastosowaé wezesniejszych redukcji.
Wobec tego istnieje cykl C” w grafie A. Skoro nie da sie stosowaé¢ wezesniejszych
redukeji, to na mocy twierdzenia Mengera istniejg trzy parami roztaczne (V(A) N
V(B),V(C"))-sciezki, wiec faktycznie H < G.

L

|

RyYsUNEK 30. Redukcje dla problemu znajdowania krzyzujacych sie C-Sciezek.
Moéwimy, ze graf G jest wewnetrznie 4-spojny wzgledem cyklu C'; gdy nie mozna

zastosowac zadnej z powyzszych trzech redukcji, to znaczy jezeli nie istnieje separacja

(A, B) taka, ze E(C) C E(B) oraz

(i) ord(A, B) < 2 oraz |[V(A) = V(B)| = 1, lub
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(ii) ord(A, B) = 3 oraz |V(A) — V(B)| > 2.

Whniosek 14.2. Niech G bedzie grafem, a C cyklem w G. Wowczas istniejg takie
grafy H, Hy, Ho, ..., Hy, Ze graf H jest wewnetrznie 4-spojny wzgledem C' oraz graf G
mozemy otrzymac jako sume klikowq grafow H, Hy, ..., H;, gdzie za kazdym razem
sumujemy wzdtuz kliki o mocy co najwyzej 3.

Naszym celem jest dowod nastepujacego wzmocnienia twierdzenia 14.1.

Twierdzenie 14.3. Niech G bedzie grafem wewnetrznie 4-spojnym wzgledem cyklu
C. Wowczas albo G zawiera pare krzyzujgcych sie Sciezek, albo G jest planarny i
istnieje zanurzenie G na ptaszczyinie z cyklem C' na zewnetrznej scianie.

Najpierw jednak musimy wprowadzi¢ pojecie trojnoga oraz udowodni¢ dwa lematy:.

Niech G bedzie grafem, a C' cyklem w G. Niech ay, as, by, be, b3 € V(G) beda pig-
cioma réznymi wierzchotkami, gdzie aj,as ¢ V(C). Niech H bedzie podgrafem
G bedacym podpodzialem grafu petlnego dwudzielnego miedzy zbiorami {a;, as} i
{b1, be, b3} i zal6zmy dodatkowo, ze graf H jest roztaczny z cyklem C, by¢ moze poza
wierzchotkami by, by, b3. Wreszcie niech P, P, P3; beda takimi parami roztacznymi
(V(H),V(C))-$ciezkami, ze dla i € {1,2,3} Sciezka P; ma koniec w b; (dopuszczamy,
by Sciezka P; miata dtugos$é 0). Wowcezas pare (H,{ Py, P, P3}) nazywamy tréjnogiem
na cyklu C' (patrz Rysunek 31).

RYSUNEK 31. Tréjnég na cyklu C.

Lemat 14.4. Niech G bedzie grafem wewnetrznie 4-spojnym wzgledem cyklu C'.
Wowczas jezeli istnieje trojndg na cyklu C', to graf G ma dwie krzyzujgce sie C'-
Sciezki.

Dowdd. Niech (H,{Py, P, P;}) bedzie takim tréjnogiem na cyklu C, ze wartosé
|V (Py U Py U Ps)| jest najmniejsza mozliwa. Niech ay, as, by, by, b3 beda jak w definicji
tréjnoga. Skoro graf G jest wewnetrznie 4-spéjny wzgledem C', to usuniecie zbioru
{b1, b2, b3} z grafu G nie odseparuje obu punktéw a; i as od cyklu C| istnieje wiec
Sciezka @ roztaczna ze zbiorem {by, by, b3}, ktérej konice s it speliaja s € V(H) oraz
teV(P)UV(P) UV (P;)UV(C). Wéwezas wierzchotek s lezy na pewnej Sciezce
otrzymanej przez podpodziatl pewnej krawedzi a;b;.
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Wierzchotek ¢ za$ albo lezy na na pewnej Sciezce Py, albo na cyklu C' miedzy
konicami $ciezek Py oraz Pjio. W pierwszym przypadku zaréwno, gdy j = 7/,
jak i j # j' mozemy znalez¢ taki trojnég (H',{P|, Py, Pi}), ze |V(P/ U Py U P5)| <
|V (PyUP,U Ps)| (patrz Rysunek 32), co przeczy wyborowi trojnoga (H, { P, P, Ps}).
Z kolei w drugim przypadku jesteSmy w stanie znalezé¢ pare krzyzujacych sie C-Sciezek

(patrz Rysunek 32). O
b; ¢ b; <
C C

a; /bj |
\

N

RYSUNEK 32. W kazdym przypadku znajdziemy tr6jnég o mniejszej
liczbie wierzchotkéw na Sciezkach P; albo pare krzyzujacych sie C-
Sciezek.

Lemat 14.5. Niech C bedzie cyklem o dlugosci co najmniej 4 w 3-spojnym grafie
G. Wowczas jezeli graf G nie ma dwich krzyzujgcych sie C'-sciezek, to istnieje taka
indukowana C-$ciezka P w grafie G, Ze graf G— P ma dokladnie dwie spojne sktadowe,
kazda zawierajgca inng sktadowq grafu C' — P.

Dowdd. Skoro G jest grafem 3-spéjnym, to po usunieciu dwoch niesasiednich wierz-
chotkéw na cyklu C' graf G pozostaje spéjny, wiec w szczegdlnosci istnieje jakas
C-$ciezka, powiedzmy o koncach w wierzchotkach x i y. Wowczas dla kazdej C'-$ciezki
(@ o koncach w x i y skoro GG nie ma dwoch krzyzujacych sie C' Sciezek, to graf G — Q)
ma doktadnie dwie spdjne sktadowe By i By przecinajace niepusto cykl C. Niech
P bedzie takg C-$ciezka o koncach w z i y, dla ktérej warto$é |By| + |Ba] jest
najwieksza mozliwa. Wykazemy, ze P jest Sciezka indukowang oraz ze By i By sa
jedynymi sktadowymi grafu G — P.

Niech {x1,xs,...,z,} bedzie zbiorem tych wierzchotkéw na Sciezce P, ktére w grafie
(G maja co najmniej jednego sasiada w zbiorze V (B;)UV (Bs). Zalézmy, ze wierzchotki
te sg podane w tej kolejnosci, w ktorej wystepuja na Sciezce P. Niech B bedzie
sktadowsg grafu G — P rézng od B; i Bsy. Jezeli B sasiaduje z dwoma wierzchotkami
a i b na $ciezce P, to zaden wierzchotek z; nie lezy na Sciezce P $cisle miedzy
wierzchotkami a i b; w przeciwnym razie moglibySmy przekierowac¢ Sciezke P w
taki sposob, by wierzchotek x; znalazt sie w ktéryms ze zbiorow By lub By, wiec
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mieliby$my wieksza wartosé |Bi| 4+ |Bs|. Analogiczny argument dowodzi, ze jesli
krawedz ab € E(G) taczy dwa rézne wierzcholki na Sciezce P, to miedzy a a b nie
znajduje sie zaden wierzchotek ;.

Gdyby istniata sktadowa B grafu G — P rézna od B; i Bs, to sasiadowalaby ona z
wierzchotkami P na pewnej podsciezce o koncach w x; i x;41. Zgodnie z powyzszym
rozumowaniem {z;, z;,1} rozspdjnia graf G, co przeczy zatozeniu o 3-spdjnosci grafu.
Analogicznie zadna krawedz grafu G nie moze mie¢ obu koncéw na podsciezce o
koncach w z; i x;11, wiec P jest $ciezka indukowana. 0

Dowdd twierdzenia 14.3. Zaldézmy, ze para (G, C') jest kontrprzyktadem o najmniej-
szej wartosci |V (G)|. Najpierw wykazemy, ze graf G jest 3-spéjny. Zalézmy nie wprost,
ze istnieje taka separacja (A, B) grafu G, ze V(A) —V(B) # 01V (B) —V(A) #0
oraz ord(A, B) < 2. Skoro G jest grafem wewnetrznie 4-spéjnym wzgledem cyklu C,
to oba zbiory V(A) — V(B) i V(B) — V(A) zawieraja wierzchotki z cyklu C'. Wobec
tego ord(A, B) = 2. Niech {z,y} = V(A)NV(B). Wéwczas grafy G; = AU{zy} oraz
Go = BU{zy} sa mniejszymi grafami, ktére sa wewnetrznie 4-spéjne wzgledem cykli
C1 = (CnNA)U{zy} oraz Cy = (C N B) U{xy} odpowiednio. Jezeli ktérys z graféw
G, zawiera krzyzujace sie C; $ciezki, to rowniez G zawiera krzyzujace sie Sciezki.
Jezeli zas$ oba grafy (G; maja planarne zanurzenia z cyklami C; na zewnetrznych
Scianach, to taczac te zanurzenia wzdtuz krawedzi xy otrzymujemy zanurzenie grafu
G z cyklem C' na zewnetrznej Scianie. W obu przypadkach otrzymujemy sprzecznosé
z tym, ze para (G,C) jest kontrprzyktadem. Graf G faktycznie wiec jest 3-spdjny.

Na mocy lematu 14.5 istnieje taka indukowana C-$ciezka P w grafie G, ze G — P
ma dwie spojne sktadowe B; i By, kazda zawierajaca inng sktadowa grafu C' — P.
Dla i € {1,2} niech G; = G[V(B;) U V(P)] i niech C; = (C N G;) U P. Wwezas
kazdy graf G; jest wewnetrznie 4-spojny wzgledem cyklu C;, a ponadto ma mniej
wierzchotkéw niz graf GG, wiec zachodzi dla nich teza. Gdyby oba grafy G; miaty
planarne zanurzenia z cyklami C; na $cianach zewnetrznych, to taczac te zanurzenia
wzdtuz Sciezki P otrzymaliby$my planarne zanurzenie grafu G' z cyklem C' na $cianie
zewnetrznej — sprzecznosc.

Mozemy wiec bez straty ogdélnosci zatozyé¢, ze w G istnieja dwie krzyzujace sie
C1-$ciezki P, oraz P,. Niech « oznacza taczng liczbe koncow Sciezek P i P, na
Sciezce P, to znaczy niech o = |V/(P) NV (P)| + |V (P2) N V(P)|. Wybierzmy $ciezki
P, i P, w taki sposéb, zeby warto$¢ a byta najmniejsza mozliwa.

Przypadek 1. Jezeli a < 2, to mozemy przedtuzy¢ Sciezki P, i P, do krzyzujacych
sie C-$ciezek w G, co przeczy temu, ze para (G, C') jest kontrprzykladem.

Przypadek 2. Jezeli o = 3, to ze spojnosci grafu G; — P wynika, ze istnieje w nim
(V(P),V(Py)) éciezka Q. Jezeli $ciezka @) zawiera wierzchotek ze zbioru V(C)—V (P),
to przekierowujac jedna ze Sciezek P lub P, mozemy otrzymaé¢ pare krzyzujacych
sie C' $ciezek dla ktorej a = 2. Jezeli za$ Sciezka @) jest roztaczna z cyklem C,
to dostajemy tréjnodg na cyklu C', wiec na mocy lematu 14.4 graf G zawiera pare
krzyzujacych sie C-Sciezek, wiec nie jest kontrprzyktadem.
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Przypadek 3. Jezeli a = 4, to ze spdjnosci grafu G; — P wynika, ze dla pewnego
i € {1,2} istnieje w nim (V(B;),V(C))-éciezka roztaczna z P;_;. Wtedy jednak

mozemy przekierowaé $ciezke P; w taki sposob, aby otrzymaé a = 3. O
N o N N AN

\ \ A \ \

\ \ \

, N A ‘

| , \ | I
/ / / /

a=2 a=3 a=3 a=414

RYSUNEK 33. Bez wzgledu na wartos¢ o zawsze znajdziemy krzyzujace
sie¢ C-§ciezki, trojnog, lub krzyzujace sie C-$ciezki o mniejszej wartosci
a.

15. TWIERDZENIE O PLASKIM MURZE

Twierdzenie o kracie, twierdzenie B oraz twierdzenie o dwu $ciezkach ztoza sie w tej
sekcji w dowodzie twierdzenie o ptaskim murze. Nim do niego dojdziemy, powtérzymy
i wzmocnimy (w sposéb oczywisty) opracowane juz twierdzenia.

Niech G bedzie grafem i niech H C GG. Podgraft B C G jest H-mostem w G, jesli

(i) H jest Sciezka dtugosci 1 (jedna krawedz) taka, ze V/(H) C V(B) oraz E(H) N
E(B) =0, lub

(ii) B jest spdjna sktadowa grafu G — V(H) wraz ze wszystkimi krawedziami grafu
G z jednym koricem w tej spojnej sktadowej a drugim w V(H).

Przyczepieniami H-mostu B nazywamy wierzchotki ze zbioru V(B) NV (H).

G

RYSUNEK 34. H-mosty w G.

Twierdzenie B’. Istnieja takie funkcje d = dp/(t), f = fu/(t) oraz n = np/(t,ny, m),
ze jesli H jest (k,n)-kratownica w grafie G niemajacym K;-minoru, to istnieja
roztaczne (k,n;)-podkratownice Hy, ..., H,, kratownicy H oraz zbiér U C V(G) —
(V(Hy)U...UV(H,,)) takie, ze

o |U| < [ oraz
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e dla kazdego i € [m] kazdy (H — U)-most w G — U o przyczepieniu w H; — d34(H;)
ma wszystkie przyczepienia w H; — 64(H;).

@U

o

k, k,

H, H H,,
RYSUNEK 35. Twierdzenie B wzmocnione.

Graf H jest plytkim zanurzeniem grafu G, jezeli

(i) H < G w mocnym sensie, to znaczy V(H) C V(G) oraz istnieje taki model grafu
H w G, ze kazdy wierzchotek z € V(H) jest elementem worka odpowiadajacego
temu wierzchotkowi.

(ii) H jest grafem planarnym,
(iii) jesli X C V(H) jest zbiorem przyczepien V(H)-mostu B w G, to | X| <31 X
jest klikg w H.

Twierdzenie 15.1 (o dwu $ciezkach na nowo). Niech G bedzie grafem, a C' cyklem
w G. Wtedy

(i) G zawiera pare krzyzujgcych sie C-sciezek lub
(ii) istnieje plaskie zanurzenie H grafu G takie, ze C' ogranicza Sciang w H.

Twierdzenie 15.2 (o plaskim murze; Flat Wall Theorem). Istniejq takie funkcje
f=f@), n=n(t,ng), ze jesli graf G zawiera n x n kratownice i Ky £ G, to istnieje
podgraf G; C G, plaskie zanurzenie Hy grafu Gy oraz zbior Z C V(G) — V(G)
takie, Ze

o |Z] < f(D),
o kazdy Gi-most w G — Z ma wszystkie przyczepienia na zewnetrznej Scianie Hy.
o Bﬂnl < Hj.



P. MICEK I M. SEWERYN

54

RYSUNEK 36. Ptaskie zanurzenie H grafu GG. Pomaranczowe bable to
V(H)-mosty G.

Dowéd. Niech k = ny+6d+4 oraz niech n bedzie na tyle duza wartoscia, ze (na mocy
twierdzenia B) znajdziemy w G maly zbiér Z oraz t* roztacznych k x k podkratownic
Hy, ..., Hp takich jak w twierdzeniu B’. Niech C; bedzie cyklem w H; ztozonym z
wierzchotkéw odlegltych od brzegu o d + 2, a G; niech bedzie (n; + 4d) x (ny + 4d)
podkratownicg kratownicy H; ograniczong cyklem Cj ... 0
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DODATEK A. POWIERZCHNIE I ZANURZENIA GRAFOW

Celem tej sekcji jest wprowadzenie do zagadnienia powierzchni dla czytelnika nie
majacego wezesniejszej stycznosci z topologia. Zaktadamy jedynie, ze czytelnik
jest zaznajomiony z pojeciem przestrzeni metrycznej oraz cigglosci funkcji miedzy
dwoma przestrzeniami metrycznymi. Powierzchnie sa topologiami metryzowalnymi
(to znaczy takimi, w ktorych topologia jest zadana przez metryke), wiec nie ma
potrzeby wprowadzaé definicji przestrzeni topologicznej, czy aksjomatéw oddzielania.

Niech X, Y beda przestrzeniami metrycznymi. Homeomorfizmem tych przestrzeni
nazywamy taka bijekcje f : X — Y, ze zaréwno f jak i f~! s funkcjami cig-
gtymi. Jezeli istnieje homeomorfizm, to méwimy, ze przestrzenie sa homeomorficzne
i piszemy X = Y. Przestrzenie homeomorficzne sa nierozréznialne pod wzgledem
wtasnosci topologicznych — pojecie ciggtosci dla nich jest takie samo, z ta rdéznica, ze
odpowiadajace punkty sa nazywane inaczej w tych przestrzeniach, a homeomorfizm
yttumaczy” te nazwy miedzy przestrzeniami. Drogg w przestrzeni X nazywamy ciggte
przeksztatcenie f odcinka jednostkowego [0, 1] w przestrzen X. Przestrzen X jest
drogowo spojna, jesli dla kazdej pary punktéw z i y w X istnieje droga f, dla ktorej
f(0) =z oraz f(1) =y.

Niech F = {F},..., F}} bedzie rodzing roztacznych wielokatéw na ptaszczyznie o
tacznej liczbie bokéw bedacej liczbg parzysta. Kazdemu z bokéw tych wielokatow
nadajmy orientacje, nazywajac jeden z koncow poczatkiem, a drugi konicem tego boku.
Potaczmy wreszcie wszystkie boki w pary, to znaczy wybierzmy doskonate skojarzenie
na zbiorze wszystkich bokéw. Taki zestaw skladajacy sie ze zbioru wielokatow F,
orientacji bokéw, oraz skojarzenia na bokach nazywamy siatkq, a wielokaty F;
nazywamy Scianams siatki, przez analogie do siatek wieloSciandéw. Zwracamy jednak
uwage, ze W naszym rozumieniu siatka nie musi sie sktadaé¢ do wielo$cianu, gdyz
orientacje i skojarzenie wybieramy w sposob zupetnie dowolny.

7 sumy rozlacznej Scian ustalonej siatki mozemy otrzymacé przestrzen metryczna
X poprzez utozsamienie ze sobg wszystkich par skojarzonych ze sobg bokéw, w
sposob zgodny z orientacja. W ten sposéb kazdy punkt lezacy we wnetrzu ktorejs ze
Scian nie jest utozsamiony z zadnym innym punktem, kazdy punkt lezacy na boku
ktorej$ ze Scian, ale nie bedacy wierzchotkiem $ciany jest utozsamiony z doktadnie
jednym innym punktem lezacym na skojarzonym boku, a kazdy punkt bedacy
wierzchotkiem $ciany moze by¢ utozsamiony z dowolna liczba innych punktéw (by¢
moze zadnym). Droga miedzy dwoma punktami = i y w X sklada sie ze skonczenie
wielu drog fi, fa, ... fi, kazdej zawartej w jednej ze $cian, gdzie poczatek pierwszej
drogi to x, koniec ostatniej drogi to ¥y, a koniec kazdej z drég jest utozsamiony z
poczatkiem kolejnej (patrz Rysunek A). Najmniejsza wartosé jaka moze przyjaé
wyrazenie d(f1(0), f1(1))4+d(f2(0), f2(1))+...4+d(fx(0), fx(1)), gdzie d jest odlegtoscig
w metryce euklidesowej, definiuje nam odlegltos¢ miedzy punktami x a y. Latwo
przekonaé sie, ze tak zdefiniowana odlegtos¢ jest metryka.

Powierzchnig nazywamy kazda drogowo spdjng przestrzen metryczng 2, ktoéra jest
homeomorficzna z pewna przestrzenia X otrzymang w sposéb opisany powyzej.
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Najprostszym przyktadem powierzchni jest sfera, ktora jest homeomorficzna z po-
wierzchnig czworoscianu. Innym przyktadem jest torus, czyli powierzchnia home-
omorficzna z detka rowerowa lub skérka obwarzanka. Zaréwno sfera jak i torus sa
homeomorficzne z pewnymi podzbiorami przestrzeni tréjwymiarowej R?, jednak nie
wszystkie powierzchnie maja te wtasnosé. Rozpatrzmy zbiér P wszystkich prostych w
R?3 przechodzacych przez $rodek uktadu wspétrzednych. Ktadac jako odlegtoéé miedzy
dwoma takimi prostymi x i y kat miedzy nimi otrzymujemy metryke na P, a odpo-
wiadajaca jej przestrzen nazywana jest plaszczyzna rzutowa. Jest to powierzchnia,
ktéra nie jest homeomorficzna z zadnym podzbiorem R3.

Zanurzenie multigrafu G w powierzchnie Y to przyporzadkowanie wierzchotkom
roznych punktu na powierzchni 32, oraz przyporzadkowanie krawedziom takich drog
w X, ze poczatek i koniec drogi przyporzadkowanej kazdej krawedzi pokrywa sie z
punktami przyporzadkowanymi konicom tej krawedzi oraz drogi przyporzadkowane
réznym krawedziom sg roztaczne poza koncami. Kazda siatka powierzchni 3 definiuje
pewien multigraf zanurzony w ta powierzchnie, gdzie wierzchotki $cian odpowiadaja
wierzchotkom, a boki $cian krawedziom. Na przyktad siatka czworoscianu definiuje
zanurzenie grafu petnego K, w sfere.

7, dowolnej powierzchni ¥ mozna otrzymaé nows powierzchnie modyfikujac jego
siatke. Niech F' bedzie jedna ze S$cian siatki powierzchni ¥, oraz niech T) i T3
beda dwoma roztacznymi trojkatami zawartymi w tej Scianie. Usunimy z 3 wnetrza
tréjkatow 17 i 15 oraz zorientujmy brzegi tych trojkatéw w dowolnym kierunku. Po
utozsamieniu brzegéw tych trojkatéw zgodnie z zadanymi orientacjami otrzymamy
nowe powierzchnie. Jesli brzegi obu tréjkatow byty zorientowane w przeciwnych
kierunkach na $cianie (to znaczy jeden zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, a drugi
przeciwnie), to méwimy, ze otrzymana powierzchnia 3’ powstata przez doklejenie
rgczki do 2. Jesli zas brzegi byly zorientowane w tym samym kierunku, to méwimy,
ze otrzymana powierzchnia Y powstala przez doklejenie skreconej rgczki do 2.
Zamiast dwoch trojkatow, mozemy wyciaé z ' wnetrze kwadratu T'. Po utozsamieniu
naprzeciwlegtych punktéw brzegu tego kwadratu otrzymujemy powierzchnie ",
o ktorej mowimy, ze powstala przez doklejenie wstegi Mobiusa do . Z drogowej
spojnosci tatwo wynika, ze bez wzgledu na to ktora Sciane F' wybierzemy, ani gdzie

A
N

RYSUNEK 37. Droga na siatce czworo$cianu foremnego.
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RYSUNEK 38. Ciag operacji przeksztatcajacy X1 w Y.

wewnatrz F beda potozone tréjkaty T1 i Ty (lub kwadrat T'), otrzymamy te same (z
doktadnoscia do homeomorfizmu) powierzchnie ¥/, 3" 3.

Twierdzenie A.1. Niech X bedzie powierzchnig. Wowczas powierzchnia Y1 powstata
przez doklejenie dwdch wsteg Mobiusa do X2 jest homeomorficzna do powierzchni o
powstatej przez doklejenie skreconej rgczki do 2.

Dowadd. Rysunek A przedstawia, jak rozcinajac i sklejajac Sciany siatki przestrzeni 3y
mozemy otrzymac siatke przestrzeni Yo, otrzymujac w kazdym kroku powierzchnie
homeomorficzng do poprzedniej. 0

Cwiczenie (4.2). Wykaza¢ w analogiczny sposéb, ze doklejenie do powierzchni
wstegi Mobiusa i raczki daje powierzchnie homeomorficzng do powierzchni otrzymane;
przez doklejenie do Y wstegi Mobiusa i skreconej raczki.

Oznaczmy przez % (h,c) powierzchnie powstata przez dodanie do sfery h raczek
oraz ¢ wsteg Mobiusa. Z powyzszego ¢wiczenia wynika, ze jesli ¢ > 0, to X(h,¢) =~
¥(0,2h + ¢). Wobec tego kazda powierzchnie 3(h, ¢) mozna otrzymaé doklejajac do
sfery jedynie raczki lub jedynie wstegi Mobiusa. Powierzchnie postaci X(h,0) dla
h > 0 nazywamy powierzchnig orientowalng o genusie h, a powierzchni¢ postaci
3(0,¢) dla ¢ > 0 nazywamy powierzchnig nieorientowalng o genusie c. Okazuje sie
jednak, ze kazda powierzchnia jest homeomorficzna do powierzchni jednej z tych
dwdbch postaci, co wynika z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie A.2. Niech X bedzie powierzchnig a G grafem prostym (bez wielokrot-
nych krawedzi i petelek), zanurzonym w ¥ i dzielgcym go na f tréjkatnych Scian.
Niechn = |V(G)|, m = |V(G)|, c =2—n+m— f oraz h = ¢/2. Wowczas ¥ ~ (0, ¢)
lub h jest calkowite i 3 =~ %(h,0).

Twierdzenie A.3. Powierzchnie ¥(0,0), ¥(1,0), ..., 3(0,1), £(0,2), ... sq¢ parami
niehomeomorficzne.

Twierdzenia A.2 i A.3 daja nam pelng klasyfikacje i pozwalajg zdefiniowaé¢ genus
FEulera powierzchni homeomorficznej do 3(h, ¢) jako liczbe 2h + c.

Whniosek A.4. Jezeli G jest grafem zanurzonym w powierzchnie ¥ o genusie Fulera
g oraz zanurzenie grafu dzieli ¥ na f spojnych obszaréw (niekoniecznie Scian), to
n—-m+f>2-g.

Whniosek A.5. Jezeli G jest grafem prostym zanurzonym w powierzchnie ¥ o genusie
Eulera g, to |E(G)| < 3|V(G)| — 6 + 3g.
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Niech ¥ bedzie powierzchnia, a 17, ..., T; roztacznymi tréjkatami zawartymi w jej
Scianach. Wowczas podprzestrzen przestrzeni Y otrzymang przez usunigcie wnetrz
trojkatow T; nazywamy powierzchniq z brzegiem, a brzegi trojkatow T; nazywamy
dziurami tej powierzchni z brzegiem. Z drogowej spdjnosci ¥ wynika, ze bez wzgledu
na wybor tréjkatow otrzymamy te sama (z doktadnoscia do homeomorfizmu) prze-
strzen. Powierzchnie¢ z brzegiem otrzymang w wyniku usuniecia wnetrz [ trojkatow
z powierzchni X(h, ¢) oznaczamy przez X(h, c;l), a jej genusem Eulera nazywamy
genus Eulera powierzchni X(h, ¢), czyli liczbe 2h + ¢. Latwo przekonaé sie, ze w
powierzchnie z brzegiem Y (h, ¢;1) mozna zanurzyé¢ dokladnie te same grafy co w
powierzchnie X(h, c¢), jednak czesto wierzchotki lezace na dziurach beda odgrywaé
szczegblng role w grafach zaburzonych w powierzchnie z brzegiem.
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