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WSTEP

strona kursu: https://piotrmicek.staff.tcs.uj.edu.pl/strukturalna/
zrodla, materiaty:

e pierwsza edycja kursu byla wzorowana na kursie Jima Geelena Introduction
to Graph Minors wyktadanym na Uniwersytecie w Waterloo na jesieni 2016;
nagrania 24 wykladéw dostepne sg na jego stronie;

o krotkie ale jakze pojemne notatki Sergieja Norina napisane dla kursu Graph
Minor Theory prowadzonego na Uniwersytecie McGill w Montrealu w 2017 r.;

» dodatek o powierzchniach powstal w oparciu o ksiazke Bojana Mohara i Carstena
Thomassena Graphs on Surfaces;

o praca przegladowa Ken-ichiego Kawarabayashiego i Bojana Mohara Some recent
progress and applications in graph minor theory

o rozdziat Graph Minors w ksiazce Reinharda Diestela Graph Theory jest po-
wszechnie uwazany za najlepsze wprowadzenie do strukturalnej teorii grafow;
ksigzka jest dostepna tutaj.

1. WPROWADZENIE DO MINOROW

Grafy planarne sg obiektem intensywnych badan jeszcze od czaséw, gdy nie mozna
byto méwié o teorii graféw. Hipoteza o czterech barwach byla motorem napedo-
wym badan pokolen matematykéw takze po 1976 r., czyli po odkryciu pierwszego
komputerowo wspomaganego dowodu hipotezy. Charakteryzacje graféw planarnych
w terminach zabronionych minoréw, to byé¢ moze pierwsze twierdzenia budujace
dzisiejsza teorie minoréw w grafach; zaskakujaco gteboki wycinek kombinatoryki z
wieloma powiazaniami w matematyce i informatyce. Jednym z naturalnych uogdlnien
twierdzenia o czterech barwach jest hipoteza Hadwigera, ktora jest powszechnie
uwazana za jeden z najwazniejszych otwartych probleméw w teorii grafow.

Zacznijmy jednak od poczatku. Mowimy, ze graf jest zanurzony w plaszczyzne,
jesli jego wierzchotkami sa rézne punkty plaszczyzny, kazda krawedz grafu jest
krzywa’ na plaszczyznie miedzy punktami bedagcymi koncami tej krawedzi i wnetrze
zadnej krawedzi nie zawiera zadnego wierzchotka grafu ani nie przecina zadnej innej
krawedzi. Grafem planarnym nazywamy graf, ktéry jest izomorficzny z pewnym
grafem zanurzonym w ptaszczyzne.

Grafy planarne maja wiele ciekawych i gtebokich wtasnosci. Dla przyktadu, twierdze-
nie Koebego (ang. circle packing theorem) moéwi, ze kazdy graf planarny jest grafem
stycznosci pewnej rodziny kot na ptaszczyznie, patrz Rysunek 1. 7 takiej reprezentacji
natychmiast wynika, ze kazdy graf planarny ma zanurzenie w ptaszczyzne takie, ze
wszystkie krawedzie sg odcinkami.

2Tutaj przez krzywg rozumiemy homeomorficzny obraz przedzialu domknietego [0, 1]. Jesli krzywa
e jest obrazem przedziatu [0, 1] przez homeomorfizm f: [0,1] — e, to méwimy, ze krzywa e jest
miedzy punktami f(0) a f(1), a jej wnetrzem nazywamy obraz f((0,1)) przedzialu otwartego (0,1).


https://piotrmicek.staff.tcs.uj.edu.pl/strukturalna/
http://www.math.uwaterloo.ca/~jfgeelen/CO749/lectures.html
http://www.math.mcgill.ca/snorin/math599w2017/Notes.pdf
http://preprinti.imfm.si/PDF/01011.pdf
http://diestel-graph-theory.com/
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RYsSUNEK 1. Graf planarny i jego reprezentacja jako graf stycznosci
rodziny kot.

Aby uzasadnié, ze rozwazany graf jest planarny, najtatwiej po prostu go narysowac
na plaszczyznie. Jak uzasadnié, ze rozwazany graf nie jest planarny? Okazuje sie,
ze jesli wypracujemy odpowiednie pojecie podstruktury w grafie to istnieja jedynie
dwie przeszkody dla planarnosci. W ten sposéb dochodzimy do kluczowych definicji
dla tego kursu.

Modelem gratu H w grafie G jest funkcja ¢ przyporzadkowujaca kazdemu wierzchot-
kowi v € V(H) spéjny podgraf ¢(v) grafu G, a kazdej krawedzi e € E(H) krawedz
¢(e) € E(G) w taki sposéb, ze

(i) V(¢(u)) NV (é(v)) =0 dla réznych u,v € V(H);
(ii) dla kazdej krawedzi uv grafu H, krawedz ¢(uv) ma koiice w V(p(u)) 1 V(o (v)).

Graf H jest minorem grafu G, jesli G ma model H. Piszemy wtedy H < G.

e

RYsUNEK 2. Wizualizacja modelu minoru w grafie. Po lewej zotte
obszary odpowiadaja podgrafom ¢(v) grafu G dlav € V(H). Po prawej
z6tte obszary to wierzchotki grafu H.

Cwiczenie. Wykazaé, ze graf H jest minorem grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy
mozemy otrzymac graf izomorficzny do H rozpoczynajac od G i wykonujac cigg
operacji:
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(i) usuniecie wierzchotka;
(ii) usuniecie krawedzi;
(iii) kontrakcja krawedzi, czyli $ciagniecie krawedzi taczacej dwa wierzchotki u i v
do jednego wierzchotka, ktérego sagsiadami sg te wierzcholki, ktore sgsiaduja z
u lub v.

Wspomniane dwie przeszkody dla planarnoéci grafu to minor K5 i minor K 3.

Twierdzenie 1.1 (Kuratowski 1930; Wagner 1937). Graf G jest planarny wtedy i
tylko wtedy, gdy G nie zawiera Ky ani K33 jako minoru.

Grafy planarne to nie jedyna naturalna klasa graféw scharakteryzowana w terminach
zabronionych minoréow. Graf G jest lasem, jesli nie zawiera cyklu jako podgrafu.
Latwo widaé, ze G jest lasem wtedy i tylko, gdy K3Z G. Graf G jest zewnetrznie
planarny, jesli G ma takie zanurzenie w plaszczyzne, ze wszystkie wierzchotki G
leza na jednej (zewnetrznej) $cianie’. Okazuje sie, ze G jest zewnetrznie planarny
wtedy i tylko, gdy K3 G i K4% G. Kolejny przyktad to grafy bez $ciezki na k
wierzchotkach, jako podgrafu. Latwo widaé, ze P, € G wtedy i tylko wtedy, gdy
P.Z£G.

Klasa graféw G jest zamknieta na branie minoréw, jezeli dla kazdego G € G wszystkie
minory grafu GG naleza do G.

Zauwazmy, ze wszystkie rozwazane powyzej klasy graféw sg zamkniete na branie
minoréw. Dla przyktadu przyjrzyjmy sie grafom planarnym: jesli G ma zanurzenie w
plaszczyzne to w oczywisty sposéb po usunieciu dowolnego wierzchotka lub krawedzi
powstaly graf wcigz ma zanurzenie w plaszczyzne; jesli zas skontraktujemy krawedz
to mozemy otrzymac zanurzenie nowego grafu modyfikujac zanurzenie wyjsciowego
grafu, patrz Rysunek 3.

RYSUNEK 3. Po lewej: zanurzenie grafu w ptaszczyzne. Po prawe;j:
zanurzenie grafu otrzymanego po kontrakeji krawedzi uv. Nowy wierz-
chotek narysowany jest na miejscu wierzchotka u.

Okazuje sie, ze wszystkie wymienione charakteryzacje sa szczegdlnymi przypadkami
glebokiego twierdzenia—ot6z kazda klasa zamknieta na branie minoréw ma skonczona
liste grafow, ktére ja charakteryzuja w terminach zabronionych minoréw.

Twierdzenie 1.2 (Robertsona-Seymoura). Dia kazdej klasy G zamknietej na branie
minorow istnieje skonczony zbior grafow {Hi, ..., Hx} o tej wlasnosci, ze G sklada
sie doktadnie z tych grafow, dla ktérych zZaden z Hy, ..., Hy nie jest minorem.

3P0j@cie $ciany zostanie sformalizowane w rozdziale 11 o grafach na powierzchniach.
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Dla dowolnej klasy G zamknietej na branie minoréw, mozemy rozwazy¢ najmniejszy
zbiér {Hy, ..., Hx} zabronionych minoréw ktéry charakteryzuje klase G. Zbiér ten
jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu graféw i oznaczamy
go przez Forb(G). Zatem zbiér Forb(G) jest maksymalna rodzing takich nieizomor-
ficznych grafow H, ze H nie nalezy do G, ale kazdy wtasciwy minor grafu H nalezy
do G.

Zanim Robertson i Seymour udowodnili swoje twierdzenie, byto ono znane jako
hipoteza Wagnera. W literaturze mozemy znalez¢ kilka réwnowaznych wypowiedzi
tego wyniku.

Cwiczenie. Wykazaé, ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

(i) Kazda zamknieta na branie minoréw klasa graféw G jest okreslona przez pewien

skonczony zbiér {Hy, ..., Hy} zabronionych minoréw, to znaczy taki zbior, ze
G sktada sie doktadnie z takich graféw G, ze zaden graf H; nie jest minorem G.

(ii) Z kazdego nieskonczonego zbioru graféw da sie wybraé¢ dwa takie, ze jeden jest
minorem drugiego.

(iii) Istnieje przeliczalnie wiele klas graféw zamknietych na branie minoréw.

(iv) Dla kazdej zamknietej na branie minoréw klasy graféw problem przynaleznosci
do klasy jest rozstrzygalny.

Neil Robertson i Paul Seymour przedstawili dowéd twierdzenia 1.2 w serii prac
zatytutowanej Graph Minors publikowanych w latach 1983-2011. Seria ta sktada sie
z ponad 20 prac obejmujacych tacznie prawie 750 stron.

Dla dowolnej klasy graféw G zamknietej na branie minoréw mozemy rozwazy¢ problem
decyzyjny przynaleznosci podanego na wejsciu grafu do G. Z twierdzenia 1.2 wiemy,
ze rozwigzanie tego problemu sprowadza sie do rozwigzania:

Problem H-MINOR-TESTING.

Wejscie: graf G
Wyjscie: TAK, jesli H jest minorem G, NIE w przeciwnym przypadku.

Robertson i Seymour opracowali algorytm, ktéry dla ustalonego grafu H rozwiazuje
H-MINOR-TESTING w czasie O(n?). Pod koniec 2016 roku Bruce Reed oglosit istnienie
algorytmu dziatajacego w czasie O(n).

Przyjrzyjmy sie teraz przyktadom klas graféw zamknietych na branie minorow.

Jeden sposéb w jaki mozemy zdefiniowac¢ takie klasy, to przez pewne zabronione
podstruktury, ktére mozemy wyrazi¢ w terminach zabronionych minoréw. Przykta-
dowo, klasycznie las jest definiowany jako graf, ktory nie zawiera cyklu jako podgrafu.
Jednakze, jak juz wspomnielidmy, jest to réwnowazne temu, ze graf nie zawiera cyklu
(5 jako minor. Podobnie, klase graféw niezawierajacych $ciezki na k wierzchotkach
(w sensie podgrafu) mozna zdefiniowa¢ jako klase graféw bez Pp-minoru. Klasa
graféw bez k roztacznych cykli to klasa graféw zdefiniowana przez zabronienie grafu
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sktadajacego sie z k roztacznych trojkatow jako minoru. Klasa grafow bez cyklow
dhugosci wigkszej niz k to klasa grafow zdefiniowana przez zabronienie Cj. jako
minoru. Klasa graféw o co najwyzej k wierzchotkach to klasa zdefiniowana przez
zabronienie K}, ) jako minoru.

Wiele klas graféow zamknietych na branie minoréw mozna zdefiniowaé topologicznie.
Grafy planarne to te grafy, ktére mozna zanurzy¢ w plaszczyznie. Zgodnie z twier-
dzeniem Wagnera, dla klasy graféw planarnych mamy dwa zabronione minory: Kj i
K3 3. Ogolniej, dla dowolnej zwartej dwuwymiarowej rozmaitosci topologicznej, czyli
powierzchni®, grafy zanurzalne w nig tworza klase zamknieta na branie minoréw. Dla
ptaszczyzny rzutowej lista zabronionych minoréw sktada sie z 35 graféw, a dla torusa
nie jest znana petna lista zabronionych minoréw, wiadomo, ze jest ich co najmniej
16 tysiecy. Grafy zewnetrznie planarne mozna scharakteryzowaé jako te, ktére da
si¢ tak zanurzy¢ w dysku, aby wszystkie wierzchotki lezaty na brzegu. Ponownie,
mozemy ten przyktad uogélni¢ do dowolnej dwuwymiarowej rozmaitosci topologicznej
z brzegiem i klasa graféw zanurzalnych w te rozmaitosé¢ ze wszystkimi wierzchotkami
na brzegu utworzy nam klas¢ zamknieta na branie minorow.

Latwo przekonad, sie, ze w przestrzen tréjwymiarows da sie zanurzy¢ wszystkie grafy.
Mozemy jednak otrzymaé ciekawe klasy graféow, gdy bedziemy rozwazac jedynie
takie grafy, ktore da sie tak zanurzy¢ w przestrzen trojwymiarows, by byt speliony
pewien dodatkowy warunek. Jezeli bedziemy wymagaé¢, by w zanurzeniu zadne dwa
cykle nie byty potaczone tak jak dwa kolejne ogniwa w tancuchu, to otrzymamy klase
zamknietg na branie minoréw (ang. linklessly embeddable graphs). Klasa ta moze
by¢ scharakteryzowana za pomocg listy siedmiu zabronionych minoréw. Podobnie,
jesli rozwazymy klase graféw ktéra da sie tak zanurzy¢ w przestrzen, aby zaden cykl
nie tworzyl wezla, to réwniez otrzymamy klase zamknieta na branie minoréw (ang.
knotlessly embeddable graphs). Nie jest znany algorytm, ktéry rozstrzyga, czy graf
nalezy do tej klasy. Jednak na mocy twierdzenia Robertsona-Seymoura wiemy, ze
taki algorytm istnieje. Nie jestesmy jednak w stanie skonstruowac tego algorytmu
i nawet, gdyby$my mieli taki algorytm, to nie umieliby$my o nim pokazaé ze jest
prawidtowy!

DG

RYSUNEK 4. Zabronione struktury w linklessly embeddable graphs
(dwa potaczone cykle) i w knotlessly embeddable graphs (wezel).

Mozemy réwniez definiowac¢ klasy zamkniete na branie minoréow strukturalnie, roz-
wazajac grafy dla ktorych pewien parametr jest ograniczony. Parametrem, ktory
jest dla nas szczegdlnie wazny jest szerokos¢ drzewiasta. Nieformalnie, szerokosé

4Patrz rozdziat 11
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drzewiasta grafu opisuje jak bardzo ten graf przypomina drzewo — im mniejsza
szerokos¢ drzewiasta, tym wicksze podobienstwo do drzewa. Szerokos¢ drzewiasta
tw(G) (ang. treewidth) grafu G to najmniejsza taka liczba k, ze istnieje drzewo T'
oraz rodzina {7, : u € V(G)} poddrzew drzewa T o tej wlasnosci, ze

(i) dla kazdej krawedzi uv grafu G' drzewa T, i T, sie przecinaja oraz
(ii) kazdy wierzchotek drzewa T nalezy do co najwyzej k + 1 poddrzew T,,.

Dla T oraz {7, : u € V(G)} jak wyzej mozemy rozwazy¢ rodzing B = {B, : t € V(T)},
gdzie dla kazdego wezta t € V(T), B, = {u € V(GQ) : t € V(T,)}. Wowczas spetnione
sg warunki:

(Tl) UteV(T) By = V(G),

(T2) dla kazdej krawedzi uv € E(G) istnieje t € V(T') o tej wlasnodci, ze u,v € By,

(T3) dla dowolnych weztéw ty,tq,t3 € V(T'), jezeli ty lezy na Sciezce miedzy weztami
tl i t3 w T, to Bt1 N Bts g Btg-

Dekompozycjq drzewiastqg grafu G nazywamy dowolna pare (7,8B), spelnia-
jaca warunki (T1)—(T3). SzerokoScig dekompozycji (T,B) nazywamy wartosé
maxcy (1) |Bt| — 1. Szerokoé¢ drzewiasta grafu G mozna réwnowaznie zdefiniowac
jako najmniejszg szerokos¢ dekompozycji drzewiastej tego grafu. Zbiory B; nazywamy
workami dekompozycji.

Cwiczenie. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k, liczby o szerokosci drzewiastej
co najwyzej k tworzg klase zamknieta na branie minorow.

Rozwazmy klase wszystkich graféw o szerokosci drzewiastej co najwyzej k. Dla
k = 1 zabroniony minor to K3, dla £ = 2 zabroniony minor to K. Dla k = 3 lista
zabronionych minoréw liczy 4 grafy (patrz Rysunek 1).

Ks Koo C5 x Ky w

RYSUNEK 5. Zabronione minory dla grafow o szerokosci drzewiastej
co najwyzej 3.

Mozemy tez otrzymywaé¢ nowe klasy zamkniete na branie minoréw z innych za
pomoca konstrukcji. Dla dowolnej klasy graféw G oraz nieujemnej liczby catkowitej,
niech Gt* oznacza klase wszystkich graféw G o tej wlasnoéci, ze po usunieciu pewnych
co najwyzej k wierzchotkow z G mozna otrzymac graf z klasy G.

Cwiczenie. Wykazac, ze jezeli Q jest zamknieta na branie minoréw, to Q k réwniez
) )
jest zamkni@ta na branie minoréw.
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Przykladowo, jezeli G jest klasa graféw planarnych, to G to tak zwane grafy
apeksowe (ang. apex graphs) czyli klasa takich graféw, z ktérych mozna otrzymacé
graf planarny przez usuniecie co najwyzej jednego wierzchotka. Jezeli zas G jest klasg
laséw, to G jest klasa graféw dla ktérych istnieje zbiér rozrywajacy cykle (ang.
feedback vertex set) mocy co najwyzej k. Inna operacja pozwalajaca na otrzymanie
nowej klasy zamknietej na branie minoréw z innej jest domkniecie na sumy klikowe.
Jesli G 1 G5 sa takimi dwoma grafami, ze ich przecigcie K = Gy N G5 jest wspdlna
klikg tych graféw oraz niech F' C E(K), to graf (G1UG2)— F nazywamy sumq klikowq
(ang. clique-sum) graféw G i Gy. Dla dowolnej klasy graféw G, jego domknieciem na
sumy klikowe nazywamy zbiér wszystkich graféw, ktére mozemy otrzymac z graféw
w klasie G za pomoca wielokrotnych operacji sumy klikowej.

Cwiczenie. Wykaza¢, ze jezeli G jest zamknieta na branie minoréw, to jej domkniecie
na sumy klikowe rowniez jest zamkniete na branie minoréw.

Przyktadowo, domkniecie klasy wszystkich graféw o mocy co najwyzej k + 1 na sumy
klikowe jest klasg wszystkich grafow o szerokosci drzewiastej co najwyzej k.

2. ,JAKOSCIOWE” TWIERDZENIA STRUKTURALNE

Gléwnym narzedziem uzytym przez Robertsona i Seymoura w dowodzie ich twierdze-
nia jest tak zwane twierdzenie o strukturze graféw (ang. graph structure theorem).
Twierdzenie o strukturze graféw jest najwazniejszym owocem prac Robertsona i Sey-
moura majacym liczne zastosowania w kombinatoryce i algorytmice. Charakteryzuje
ono klasy graféw bez pewnego K,-minoru jako te, dla ktérych istnieje powierzchnia,
ze wszystkie grafy w klasie mozna otrzymac lekko modyfikujac zanurzenia graféw
w te powierzchnie. Wypowiedz tego twierdzenia jest do$¢ techniczna i podamy ja
pozniej, gdy poznamy wszystkie pojecia potrzebne do sformutowania jej.

Dla wszystkich n nie wigkszych niz 5 znamy charakteryzacje graféw bez K,-minoru,
ktore opisuja prosta strukture takich graféw. Grafy bez Kjz-minoru to po prostu
lasy, grafy bez K -minoru to grafy o szerokosci drzewiastej co najwyzej 2. Grafy
bez Ks-minoru to grafy, ktore mozna otrzymac za pomocs sum klikowych dowolonej
liczby graféw planarnych oraz kopii grafu Wagnera (patrz rysunek 6). To sa jednak
szczegdlne przypadki, a dla n > 6 nie znamy doktadnej charakteryzacji graféw bez
K,,-minoru.

Twierdzenie o strukturze graféw nie daje nam peinej charakteryzacji grafow bez
K,,-minoru, a zamiast tego podaje charakteryzacje klas grafow w ktorych nie znaj-
dziemy dowolnie duzych klik jako minoréw. Jest to wiec przyktad ., jakosciowego”
twierdzenia strukturalnego. Ponizej podamy kilka przyktadow jakosciowych twierdzen
strukturalnych.

Jako najprostszy przyktad rozwazmy nie grafy bez duzych klik jako minoréw a bez
dtugich Sciezek jako minorow. Strukture takich graféw mozna opisa¢ w terminach
parametru zwanego gtebokoscig drzewiasta.
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RYSUNEK 6. Sklejenie dwu triangulacji i grafu Wagnera.

Ukorzenionym lasem nazywamy sume roztacznych ukorzenionych drzew. Wysokoscig
ukorzenionego lasu F' nazywamy maksymalng liczbe wierzchotkow na Sciezce od
korzenia do licia w F'. Domkniecie clos(F') ukorzenionego lasu F, to graf powstaly
przez dodanie w F' krawedzi taczacych kazdy wierzchotek z wszystkimi jego przodkami.
Glebokosé drzewiasta (ang. treedepth) grafu G, oznaczana td(G), to najmniejsza liczba
k taka, ze istnieje ukorzeniony las F' o wysokosci k taki, ze G C clos(F).

3 F i clos(F) 3 x 3 C clos(F)

RYSUNEK 7. Krata Hs zanurzona w domkniecie drzewa wysokosci 5.

Cwiczenie. Wykazaé, ze jesli H <G, to td(H) < td(G). Zatem klasa graféw o
gtebokosci drzewiastej co najwyzej k jest zamknieta na branie minoréw.

Cwiczenie. Wykazaé, ze $ciezki maja dowolnie duza glebokosé drzewiasta.

Nieformalnie, strukturalne twierdzenie dla $ciezek méwi, ze graf zawiera dtuga $ciezke
wtedy i tylko wtedy gdy ma duza glebokos$é¢ drzewiasta. Formalna wypowiedz jest
nastepujaca.

Twierdzenie 2.1. Dla kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(i) istnieje k € N, Ze zaden graf w C nie zawiera Sciezki Py jako minoru,
(ii) istnieje d € N, ze td(G) < d dla kazdego G € C.

Dowdd. Dla dowodu implikacji (i) = (ii), zatézmy, ze Py nie jest minorem zadnego
grafu w C i niech G € C. Niech F' bedzie dowolnym ukorzenionym lasem DFS grafu
G. Wtedy wysokosé F' to co najwyzej k — 1 bo kazda Sciezka od korzenia do liscia
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w I jest Sciezka w G. Zauwazmy, ze G C clos(F') bo kazda krawedz grafu G taczy
przodka z potomkiem w lesie DFS. Zatem td(G) < k — 1, co konczy dowdd pierwszej
implikacji.

Implikacja (ii) = (i) wynika z faktu, ze $ciezki maja nieograniczona glebokosé
drzewiasta, ktérego dowdd zostawiliSmy jako ¢wiczenie. U

Kolejny przyklad dotyczy graféw, ktére nie zawieraja wielu roztacznych cykli (jako
podgraféw). Dla ustalonego k, jaka strukture maja grafy bez k roztacznych cykli?
Zwracamy uwage, ze graf nie zawiera k roztacznych cykli wtedy i tylko wtedy gdy
nie zawiera on minoru k x C5 (to jest k roztacznych kopii 3-cyklu). Zauwazmy, ze
jesli z grafu mozna usungé¢ mniej niz k& wierzchotkow tak aby pozostate wierzchotki
indukowaly las, to graf ten nie zawiera k roztacznych cykli, gdyz kazdy cykl w grafie
musi zawiera¢ ktorys z usunietych wierzchotkéw. Okazuje sig, ze jesli graf nie zawiera
wielu roztacznych cykli, to zawsze mozna z niego otrzymaé las usuwajac ,,niewielki”
zbior wierzchotkow. Mowi o tym nastepujace powszechnie znane twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 (Erdés-Pdsa, 1965). Istnicje funkcja f(k) = O(klogk) taka, Ze
dla kazdego k > 1 i kaZdego grafu G zachodzi:

(i) G ma k rozlgcznych cykli lub
(ii) istnieje podzbior X C V(G) taki, ze |X| < f(k) oraz G — X nie ma Zadnych
cykli (jest lasem).

Funkcja O(klog k) w powyzszym twierdzeniu jest najlepsza mozliwa. Twierdzenie
to udowodnimy przy okazji dowodu twierdzenia o kracie, z gorszg ztozonoscia funk-
cji f. Nawet z ta gorsza funkcja mozemy wywnioskowaé nastepujace strukturalne
twierdzenie dla graféw bez wielu roztacznych cykli.

Whniosek 2.3. Dia kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(i) istnieje k € N, Ze zZaden graf w C nie zawiera k rozlgeznych cykli,
(ii) istnieje m € N, Ze dla kazdego G € C istnieje taki zbidr wierzcholkéw X, Ze
| X| <m oraz G — X jest lasem.

Nieformalnie wiec, graf nie zawiera wielu roztacznych cykli wtedy i tylko wtedy gdy
ma on maly zbior rozrywajacy wszystkie cykle.

A IX ? ~ < k apekséw

s RN -
/ -—- =
~
! / N
| \
\ \
\ H—% |
\ ® |
\ - - = 7
~__-- ~ . P

RYsSUNEK 8. Graf z klasy Hy.

Rozwazmy teraz klase graféow bez ustalonego drzewa, czy tez lasu, jako minoru. Takie
klasy bedziemy mogli opisa¢ przy pomocy szerokosci $ciezkowej.
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Dekompozycjq Sciezkowq grafu G nazywamy dekompozcje drzewiasta (T, B) grafu G
w ktérej T jest $ciezka. Szeroko$é sciezkowa G, oznaczana przez pw(G), to najmniej-
sza szerokos¢ dekompozycji $ciezkowej G. Dowdd ponizszego twierdzenia zostanie
rozpisany w jednym z kolejnych rozdziatow.

Twierdzenie 2.4 (Bienstock, Robertson, Seymour, Thomas; 1983). Dia kazdego
n-wierzchotkowego lasu F i dla kazdego grafu G,

jesli pw(G) =2n—1, to FXG.
Cwiczenie. Wykazaé, ze drzewa moga mie¢ dowolnie duzg szeroko$é éciezkows.

Whniosek 2.5. Dia kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(i) istnieje k € N, Ze dla kazdego G € C zachodzi pw(G) < k,
(ii) istnieje taki las H, ze dla kazdego G € C zachodzi H< G.

Kolejny przyktad jest jednym z najwazniejszych twierdzen w teorii minoréw i dotyczy
grafow, ktore nie zawierajg ustalonego grafu planarnego jako minoru. Niech n i m
beda dodatnimi liczbami naturalnymi. Krata n x m to graf o zbiorze wierzchotkéw
{1,...,n}x{1,...,m} w ktérym wierzchotki (i, j) oraz (¢, j') sa potaczone krawedzia
jesli |i' —i| + |7' — j| = 1. Krate n x n bedziemy oznacza¢ przez B,,.

Twierdzenie 2.6 (o kracie, Robertson, Seymour; 1986). Istnicje taka funkcja f, ze
dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdego grafu G,

jesli tw(G) = f(n), to B, xG.

Obecnie najlepsze znane ograniczenie dla funkcji f to O(n® poly logn) podane przez
Chuzhoy i Tana w 2019.

Jako ze kazdy graf planarny jest minorem pewnej kraty, otrzymujemy nastepujacy
wniosek.

Whniosek 2.7. Istnieje taka funkcja f, ze dla kazdego grafu planarnego H,
jesli HZ G, to tw(G) < f(H).

Cwiczenie. Jak duza krata jest potrzebna, aby kazdy n-wierzchotkowy graf planarny
byt jej minorem?

Z drugiej strony, jesli rozwazymy graf nieplanarny H, to klasa graféw niezawierajacych
H jako minoru zawiera wszystkie grafy planarne i w szczegdlnosci wszystkie kraty.
Poniewaz, kraty maja dowolnie duzg szeroko$é¢ drzewiasty (patrz é¢wiczenie ponizej),
grafy z takiej klasy maja nieograniczong szerokos¢ drzewiasta. Otrzymujemy wiec
charakteryzacje graféw planarnych.

Cwiczenie. Wykazaé, ze kraty maja dowolnie duza szeroko$é drzewiasta. (Juz
niedtugo zobaczymy jak dowodzi¢, ze szerokos¢ drzewiasta jest duza. Poki co, chodzi
o0 to aby zmierzy¢ sie z tym samemu i doj$¢ do jakiejkolwiek funkcji f(k) takiej, ze
tw(Bpry) > k)

Whniosek 2.8. Dia kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:
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(i) istnieje k € N, Ze dla kazdego G € C zachodzi tw(G) < k,
(ii) istnieje taki graf plananry H, Ze dla kazdego G € C zachodzi HZ G.

3. GESTOSC I LICZBA CHROMATYCZNA GRAFOW BEZ K,-MINORU

Dla niepustego grafu G, przez §(G) oznaczamy najmniejszy stopien wierzchotka
grafu G, przez d(G) oznaczamy $redni stopien wierzchotka w G, czyli d(G) =
2|E(G)|/|V(G)], a przez A(G) oznaczamy najwigkszy stopien wierzchotka w G.
Oczywiscie 0(G) < d(G) < A(G). Gestoscig €(G) grafu G nazywamy stosunek
|E(G)|/|V(G)]. Oczywiscie e(G) = d(G) /2.

W tym rozdziale rozwazamy nastepujacy problem natury ekstremalnej: jaka jest
najmniejsza liczba m, ze kazdy graf o n wierzchotkach i m krawedziach zawiera
K, jako minor? Na analogiczne pytanie, w ktorym zamiast minorow rozwazamy
podgrafy, odpowiada twierdzenie Turana. Dla liczb naturalnych n i r, graf Turdna
T(n,r) to graf powstaly przez podziat n wierzchotkéw na r mozliwie réwnych czesci
i dodanie krawedzi pomiedzy wierzchotkami w réznych czesciach.

Twierdzenie 3.1 (Turan 1941). Dla dowolnych takich liczb naturalnych n ir, Ze
r = 2 sposrod wszystkich grafow n-wierzchotkowych bez K, jako podgrafu, najwiecej
krawedzi ma graf Turdna T'(n,r —1).

Jako ze |E(T(n,r — 1))| > in? =2, widzimy, ze dla ustalonego r > 2, istnieje n-
wierzchotkowy graf o éredniom stopniu Q(n) bez K, jako podgrafu. Aby wymusié

K, jako minor wystarczy duzo mniejszy $redni stopien.

Propozycja 3.2. Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej r i kazdego grafu G,
jesli d(G) > 272, to K, < G.

Dowdd. Prowadzimy indukcje wzgledem r. Dla r < 2 wynik jest oczywisty. Przyj-
mijmy wiec, Ze r > 3 i niech G bedzie grafem o érednim stopniu co najmniej 272,
Niech H bedzie takim niepustym minorem grafu GG, ze sredni stopien H wynosi co
najmniej 2"72, ale kazdy niepusty wlasciwy minor H ma $redni stopienn mniejszy
niz 2"2. Wowcezas 2|E(H)|/|V(H)| = 2772, czyli e(H) = |E(H)|/|V(H)| = 2"73.
Graf H jest niepustym grafem bez wierzchotkéw izolowanych. Ustalmy dowolny
wierzchotek = € V(H). Wéwczas dla kazdego y € Npy(x), wierzcholki x i y
maja co najmniej 2"% wspdlnych sasiadéw w H; istotnie, w przeciwnym razie
mielibysSmy e(H/zy) > (E(H) —2"3)/(V(H) — 1) > 2773, Stad wynika, ze graf
H[Ng(x)] ma minimalny stopiefi > 2"73. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy
wiec K, 1 < H[Ng(z)]. Model grafu K, w H[Ny(x)] mozemy rozszerzy¢ do mo-
delu grafu K, w H, gdzie nowy wierzchotek modelowany jest zbiorem {z}. Zatem
K, < H <G, co konczy dowdd. OJ

Okazuje sie, ze wystarczy mie¢ ograniczenie d(G) > cry/logr dla pewnej stalej
¢ aby wymusi¢ K, < G. Wiadomo tez, ze powyzsze ograniczenie O(rv/logr) jest
asymptotycznie optymalne.
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Innym naturalnym problemem ekstremalnym jest maksymalna gesto$é¢ graféw bez
K, jako minoru topologicznego. Modelem topologicznym grafu H w grafie G jest
funkcja ¢ ktéra przypisuje kazdemu wierzchotkowi v € V(H) wierzchotek ¢(v) grafu
G, a kazdej krawedzi e € E(H) Sciezke ¢(e) w grafie G w taki sposdb, ze

(i) ¢(u) # ¢(v) dla réznych wierzchotkéw u,v € V(H),
(ii) dla kazdej krawedzi uwv € E(H) $ciezka ¢(uv) ma konice w ¢(u) i ¢(v) oraz
(iii) Sciezki ¢(e) i ¢(e') sa roztaczne poza koncami dla dowolnych dwu réznych
krawedzi e, €’ € E(H).

Jezeli istnieje model topologiczny grafu H w grafie G, to méwimy, ze H jest minorem
topologicznym grafu G i piszemy H <op G-

Cwiczenie.

(i) Jesli H <40p G, to H <X G.
(ii) Istnieja takie H i G, ze H < G ale H %o G.
(iii) Jesli stopien kazdego wierzchotka grafu H wynosi co najwyzej 3, to H <G
implikuje H <op G.

Pokazemy, ze grafy o odpowiednio duzym s$rednim stopniu zawieraja K, jako minor
topologiczny.

Propozycja 3.3. Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej r i kazdego grafu G,
jeli d(G) = 2, to K, <op G

Zanim przejdziemy do dowodu, udowodnimy dwa pomocnicze lematy.

Lemat 3.4. Kazdy graf G zawierajgcy co najmniej jedng krawedZ ma taki podgraf
H, ze §(H) > e(H) > ¢(G).

Dowdéd. Rozwazmy procedure polegajaca na sukcesywnym usuwaniu wierzchotkéw o
stopniu nie wiekszym od gestosci grafu , az do momentu gdy juz nie bedzie takich
wierzchotkéw. Za kazdym razem gdy usuwamy wierzchotek o stopniu nie wiekszym niz
gestos¢ grafu, otrzymujemy graf o nie mniejszej gestoéci. Poniewaz G ma co najmniej
jedna krawedz, e(G) > 0. Zatem procedura musi sie zakonczy¢ na niepustym podgrafie,
gdyz e(K7) = 0. Otrzymamy wiec taki ciag podgraféw G = Gy 2 G; 2 -+ 2 Gy,
o gestosciach co najmniej (G), ze §(G;) < e(G;) dla i € {0,...,k — 1} oraz
d(Gk) > e(Gg). Stad graf H = Gy, spelnia 6(H) > e(H) > ¢(G). O

Lemat 3.5. Kazdy graf G ma cykl o dlugosci co najmniej 6(G)+1 (o ile §(G) = 2).

Dowdd. Niech xg ...z, bedzie najdtuzsza Sciezka w grafie G. Wowcezas kazdy z co
najmniej 0(G) sasiadéw wierzchotka xq lezy na tej Sciezce. Najwiekszy taki indeks i,
ze x; jest sasiadem zy musi wiec speliaé i > §(G). Stad zoxy ... z;x0 jest szukanym
cyklem. 0
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Dowdéd Propozycji 3.3. Propozycja jest prawdziwa dla r < 2. Zalézmy wiec, ze r > 3.
Udowodnimy indukcyjnie, ze dla kazdego m € {r,..., (;)}, jesli d(G) = 2™, to
istnieje minor topologiczny H grafu G o r wierzchotkach i m krawedziach.

Rozwazmy najpierw przypadek m = r. Na mocy lematu 3.4, istnieje podgraf H grafu
G, ze 6(H) > e(H) > ¢(G) = 2! > r + 1. Zatem, na mocy lematu 3.5 graf H
zawiera cykl dtugosci co najmniej r. Stad C, <top H C G, czyli C, jest szukanym
minorem topologicznym.

Teraz zatozmy, ze r < m < (;) Graf GG musi zawiera¢ sktadowg majaca nie mniejsza
gestos$¢ niz on sam, wiec zawezajac sie do tej sktadowej mozemy zatozy¢, ze G jest
spojny. Mamy d(G) > 2™, wiec e(G) > 2™ L. Niech U bedzie maksymalnym podzbio-
rem V(G) o tej wlasnosci, ze G|U] jest spojny i e(G/U) = 2™t Zbiér U jest dobrze
zdefiniowany, bo mozemy wzia¢ jako U dowolny zbiér jednoelementowy i wowczas
G/U = G. Niech H = G[Ng|U]]. Gdyby istnial taki wierzchotek v, ze dg(v) < 2™
to dla zbioru U’ = U U {v} mielibySmy ¢(G/U’) > % > 2m1 co prze-
czyloby maksymalnosci zbioru U. Zatem d(H) > 6(H) > 2™ !. Na mocy zalozenia
indukcyjnego, w grafie H znajdziemy model topologiczny grafu o r wierzchotkach
i m — 1 krawedziach. Dodajac do tego modelu Sciezke pomiedzy dwoma niesgsia-
dujacymi wierzchotkami (sa takie bo m — 1 < (g)), ktérej wszystkie wewnetrzne
wierzchotki sa w U, otrzymujemy model topologiczny grafu o r wierzchotkach i m
krawedziach. O

Okazuje sig, ze wystarczy mie¢ $redni stopien Q(r?) aby wymusi¢ K, <iop G 1 to
ograniczenie jest asymptotycznie optymalne.

Jak widzimy, minimalne ograniczenia na $redni stopien wymuszajace minora czy
minora topologicznego sa dobrze znane. Mozemy z nich wywnioskowa¢ analogiczne
ograniczenia na liczbe chromatyczna.

Cwiczenie. Kazdy graf G o x(G) > k ma podgraf H taki, ze d(H) >k — 1.

Istnieje wiec taka stata ¢, ze jesli x(G) = cry/logr) to K, < G. Jedna z najwazniej-
szych hipotez w teorii grafow mowi jednak, ze wystarczy liniowe ograniczenie na
liczbe chromatyczng.

Hipoteza 3.6 (Hadwiger 1943). Dia kazdej dodatniej liczby naturalnej r i kazdego
grafu G,

jesli x(G) = r, to K, < G.

Od lat osiemdziesiatych Q(r+/logr) bylo najlepszym znanym ograniczeniem na liczbe
chromatyczna wymuszajacym K,.-minora. W 2019 roku Norin i Song opublikowali
przetomowa prace, pézniej lekko poprawiona przez Postle’a, w ktorej dowodza, ze
X(G) = Q(rlog**¢ r) wystarcza aby wymusi¢ K, < G, gdzie ¢ jest dowolng dodatnia
wartoscia.
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Zbior wierzchotkow S w grafie G jest niezalezny jesli zadne dwa wierzchotki w tym
zbiorze nie sg potaczone krawedzia. Moc najwickszego zbioru niezaleznego w grafie
G oznaczamy przez oG). Wspdlczynnikiem niezalezno$ci (ang. independence ratio)
niepustego grafu G nazywamy stosunek %
n-wierzchotkowego grafu ¢ kolorami istnieje n/c wierzchotkéw w tym samym kolorze
i wierzchotki te tworza zbiér niezalezny, wiec dla dowolnego grafu G mamy a(G) >

% lub réwnowaznie ‘Z((g)) S X(G). Hipoteza Hadwigera implikuje wiec, ze kazdy

W dowolnym wtlasciwym kolorowaniu

graf w ktorym odwrotnos¢ wspotczynnika niezaleznosci wynosi co najmniej r, ma
K,-minor. Pokazemy, ze zachodzi to gdy zastapimy ograniczenie dolne r przez 2r.

Twierdzenie 3.7 (Duchet, Meyniel). Dia kazdej dodatniej liczby naturalnej r i
kazdego niepustego grafu G,

jesli

Dowéd. Twierdzenie dowodzimy indukcyjnie wzgledem r. Dla r = 1 twierdzenie jest
spelnione w trywialny sposéb. Zatézmy wiec, ze r > 2. Niech G bedzie grafem takim,
ze |Zég))| > 2r. Zauwazmy, ze ograniczajac sie do pewnej spéjnej sktadowej mozemy
zatozy¢, ze G jest spojny. Jest tak, gdyz jesli G jest suma roztaczng dwoch niepustych
grafow G i Gs, to

V(G)] _ a(Gh) ] V(G| i a(G2) ] V(Gy)|
a(G) a(Gy) + a(Ge)  a(Gr)  a(Gy) +a(Gy)  a(Gs)

a zatem

“a/((gZ))l < |Z((g))| dla pewnego i € {1, 2}

Konstruujemy zbiér niezalezny S w G oraz spdjny podgraf H w G jak nastepuje.
Najpierw wybieramy dowolny wierzchotek v € V(G) i bierzemy S = {u} oraz
H = G[{u}]. Bedziemy iteracyjnie powigksza¢ zbiér S oraz podgraf H utrzymujac
jako niezmiennik, ze S jest zbiorem niezaleznym w G, H jest spdjny, S C V(H)
oraz |V (H)| < 2|S| — 1. W momencie gdy kazdy wierzchotek z V(G) \ S sasiaduje
w G z pewnym wierzchotkiem ze zbioru S przerywamy konstrukcje. Zalézmy, ze w
grafie G istnieje wierzchotek v spoza S ktéry nie sgsiaduje z zadnym wierzchotkiem
w 5. Skoro G jest spdjny, to mozemy zaltozy¢, ze odlegtos¢ v od zbioru S wynosi
doktadnie 2, tzn. istnieje Sciezka P o dwu krawedziach ktorej jednym koncem jest v
a drugi koniec nalezy do S. W tym przypadku zastepujemy zbior S i graf H zbiorem
S U{v} oraz grafem H U P. Latwo przekonaé sig, ze po kazdym takim kroku zostaja
zachowane niezmienniki.

W wyniku powyzszej konstrukeji otrzymujemy podzbiér wierzchotkéw S oraz podgraf
H grafu G, ktére spetniajg opisane w konstrukcji niezmienniki, a ponadto kazdy
wierzchotek z V(G)\ V(H) ma sasiada w zbiorze S. Skoro S jest zbiorem niezaleznym
w G, to |S| < a(G), a wiec

V(G
2r

V(H) <2[5]| =1 <2a(G) <2 = [V(G)|/r
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Kazdy zbiér niezalezny w G — V(H) jest zbiorem niezaleznym w G, wiec

(G- V(H)) _ a(G) 1 a(G) _ 1

V@-vm) = -ynV(@)  -1/r V(@] S r-1

Na mocy zalozenia indukcyjnego w G — V' (H) istnieje model grafu K, ;. Model
ten mozemy rozszerzy¢ do modelu grafu K, modelujac nowy wierzchotek grafem H,
ktéry jest spojny i sasiaduje ze wszystkimi wierzchotkami w V(G) \ V(H). O

Przejdziemy teraz do przyktadu zastosowania ograniczen na stopien wymuszajacych
minor. Dla dwéch zbioréw wierzchotkéw A i B w grafie G, A-B $ciezkg nazywamy
taka Sciezke P = vy ... vk, ze V(P)NA = {vo} 1 V(P)NB = {vy}. Zbiér wierzchotkéw
X separuje zbiory A1 B w G, jesli kazda A-B $Sciezka w GG zawiera wierzchotek z X.
Mowimy wtedy, ze X jest A-B separatorem.

Twierdzenie 3.8 (Menger 1927). Niech G bedzie grafem i niech A i B bedg pod-
zbiorami V (G). Wtedy minimalny rozmiar A-B separatora jest rowny maksymalnej
liczbie roztgcznych A-B Sciezek.

Niech G bedzie grafem, a X C V(G) podzbiorem zbioru jego wierzchotkéw. Méwimy,
ze X jest polgczony w G jedli dla dowolnego [ > 1 oraz dla dowolnych réznych wierz-
chotkow sq,...,s;,t1,...,t; w X istnieja roztaczne wierzchotkowo Sciezki P, ..., P
w G takie, ze P; ma konce w s; i t; oraz nie ma wierzchotkéw wewnetrznych w X.
Jesli graf G speia |V (G)| = 2k oraz kazdy podzbiér X C V(G) o mocy co najwyzej
2k jest potaczony, to méwimy, ze G jest k-polgczony.

Zatem grafy k-potaczone sa (2k — 1)-sp6jne. Okazuje sie, ze réwniez odpowiednio
duza spojnos¢ grafu gwarantuje jego k-potaczonosc.

Twierdzenie 3.9 (Jung, 1970; Larman i Mani 1970). Istnieje funkcja f taka, Ze dla
kazdego k > 1 kazdy graf f(k)-spdjny jest k-polgczony.

Dowdd. Niech f(k) = h(3k)+ 2k, gdzie h(r) jest taka liczba, ze kazdy graf o srednim
stopniu co najmniej h(r) zawiera K, jako minor topologiczny. Na mocy propozycji 3.3,

mozemy wzigé h(r) = 2(3).

Wykazemy, ze f spelnia warunek z tezy. Niech G bedzie grafem f(k)-spojnym.
Woéwczas G zawiera Ksj jako minor topologiczny. Ustalmy model topologiczny grafu
K3 w G iniech U C V(@) bedzie zbiorem wierzchotkéw reprezentujacych wierzchotki
K3,. Wezmy dowolne rozne wierzchotki sq,...,sg,t1,...,tx w G. Graf G jest 2k-
spojny, wiec na mocy twierdzenia Mengera istnieje rodzina wierzchotkowo roztacznych

Sciezek P ={Py,..., Py, Q1,...,Qk} taka, ze

o kazda $ciezka P; ma jeden koniec w s;,
o kazda $ciezka (); ma jeden koniec w t;, oraz
o kazda Sciezka w P ma jeden koniec w U i nie ma wierzchotkéw wewnetrznych w

U.
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Wybieramy P w taki sposéb, zeby zminimalizowaé liczbe krawedzi poza ustalonym
modelem topologicznym Kjy.

Niech uy, ..., u; beda wierzchotkami z U wolnymi od Sciezek w P. Ustalmy ¢ €
{1,...,k}. Niech u € U bedzie konicem P; w U, a u' € U konicem @); w U. Niech L;
bedzie u;u-Sciezka, a M; bedzie u;u’-Sciezkg reprezentujacymi krawedzie w naszym
modelu. Idac od wierzchotka w; wzdtuz Sciezki L; rozwazmy pierwszy wierzchotek
x; na tej Sciezce ktory lezy na Sciezce z rodziny P. Twierdzimy, ze z; musi lezeé
na sciezce P;. W przeciwnym wypadku x; lezy na pewnej Sciezce X € P i X nie
ma wspolnego konca z L;. To oznacza, ze $ciezka X musi odgatezi¢ sie od $ciezki
L; i pierwsza krawedz X poza L; bedzie krawedzia [pza ustalonym modelem K.
To jednak oznacza, ze mogliSmy wybra¢ rodzing P optymalniej kierujac $ciezke X
wzdtuz L; do wierzchotka w;. Niech y; bedzie analogicznie wybranym przecigciem
Sciezki M; oraz Q);.

Dla kazdego i € {1,...,k} definiujemy Sciezke s;P;x;L;u; M;y;Q;t;. Rodzina tych
Sciezek jest szukanym potaczeniem wierzchotkow sy, ..., s, z t1,..., 1. 0

Powyzszy dowdd gwarantuje istnienie funkcji f(k) = O(k?). Wiadomo, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla pewnej liniowej funkcji f.

Twierdzenie 3.10 (Thomas i Wollan, 2005). Niech G bedzie grafem i k > 1. Jesli
G jest 2k-spojny oraz d(G) = 16k, to G jest k-polaczony. Zatem grafy 16k-spdjne sq
k-potgczone.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé¢ w trzecim rozdziale ksigzki Diestela.

Zakonczymy ten rozdziatl do$é¢ zaskakujaca na pierwszy rzut oka obserwacja. Otéz
mozemy zagwarantowa¢ dowolnie duzg klike jako minor juz w grafach o minimalnym
stopniu 3, jesli ograniczymy od dotu dlugo$¢ najmniejszego cyklu. Najtatwiej to
zobaczy¢ wymuszajac po drodze minor o duzym $rednim stopniu a potem aplikujac
propozycje 3.2.

Dtugosé sciezki w grafie to liczba krawedzi w tej Sciezce. Zatem $ciezka jednowierzchot-
kowa ma dtugosc¢ 0. Niech GG bedzie grafem. Odleglosé pomiedzy dwoma wierzchotkami
iy w G, oznaczana distg(z, y), to dlugodé najkrotszej Sciezki pomiedzy z iy w G, a
w przypadku gdy nie ma $ciezki pomiedzy = i y przyjmujemy, ze diste(z,y) = co. W
sytuacji gdy kontekst grafu jest jasny bedziemy pisa¢ dist(z,y) zamiast distg(x,y).
Odlegtosé wierzchotka y od zbioru X dla X C V(G), to mingey dist(z, y).

Talig girth(G) grafu G nazywamy dtugos¢ najkrotszego cyklu w G (jesli G nie ma
cyklu to talia jest nieskoriczona).

Lemat 3.11. Niech d, k bedq liczbami naturalnymi i niech d > 3. Niech G bedzie
grafem o minimalnym stopniu 6(G) = d oraz talii girth(G) > 8k + 3. Wtedy G ma
minor H o minimalnym stopniu §(H) > d(d — 1)*.
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Dowdéd. Rozwazmy maksymalny zbiér X grafu G taki, ze dist(z,y) > 2k dla do-
wolnych dwu réznych z,y € X. Podzielimy teraz wierzchotki grafu G na drzewa
ukorzenione w wierzchotkach z X. Niech TV = {z} dla kazdego € X. Dla dowolnego
i < 2k, przyjmijmy, ze zdefiniowaliémy roztaczne drzewa T" dla x € X takie, ze w
sumie wierzchotki tych drzew to doktadnie wierzchotki w odlegtosci co najwyzej ¢ od
X w G. Dla kazdego wierzchotka y w odlegtoéci doktadnie ¢ + 1 od X wybierzmy
jednego jego sasiada z w odlegtosci ¢ od X i dodajmy krawedz yz do drzewa w ktorym
jest z. W ten spos6b generujemy rodzine drzew T dla x € X. Zauwazmy, ze kazdy
wierzchotek grafu G jest w odlegtosci co najwyzej 2k od X (z maksymalnosci zbioru
X). Zatem drzewa T2* dla x € X, pokrywaja wszystkie wierzchotki grafu G.

Niech H bedzie minorem G otrzymanym przez kontrakcje drzew T2* dla x € X.
Pozostaje wykazaé, ze §(H) > d(d — 1)*. Zauwazmy najpierw, ze kazde drzewo T2
jest indukowanym podgrafem G. Rzeczywiscie, gdyby byta jakakolwiek krawedz w G
pomiedzy wierzchotkami w V (T2), ktéra nie jest w T2%, to otrzymaliby$my cykl w
G dtugosci co najwyzej 2k + 2k + 1 ale girth(G) > 4k + 1, zatem takiej krawedzi
nie ma. Podobnie, istnieje co najwyzej jedna krawedz pomiedzy wierzchotkami T2
a wierzchotkami T;k dla dowolnych réznych x,y € X. Rzeczywiscie, gdyby byty
dwie krawedzie to zamykalyby one cykl w GG dtugosci co najwyzej 4k + 4k + 2 ale
girth(G) > 8k + 2, zatem nie ma takich dwu krawedzi. Zatem krawedzie pomiedzy
roznymi drzewami T2% dla z € X, indukuja rézne krawedzie w grafie H.

[le zatem co najmniej jest krawedzi w grafie H? Zauwazmy, ze dla dowolnego
wierzchotka u w T*~! kazdy sposréd d(u) > 6(G) > d sasiadéw u w G musi by¢ w
TF C T?*. Gdyby pewien taki sasiad v nalezat do T; dlay # x iy e X, to odlegtosé
pomiedzy x i y wynosilaby co najwyzej 2k, przeczac definicji X. A zatem, kazde
drzewo T?* ma co najmniej d(d — 1)¥~! liSci. Poniewaz kazdy lié¢ takiego drzewa
wyprowadza co najmniej d — 1 krawedzi na zewnatrz i kazda krawedz $wiadczy
inng krawedz w H dostajemy, ze kazdy wierzchotek H ma co najmniej d(d — 1)k
sasiadow. O

Powyzszy lemat wraz z propozycja 3.2 natychmiast implikuja co nastepuje.

Twierdzenie 3.12 (Thomassen 1983). Istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla
kazdego grafu G i dla kazdej liczby naturalnej r,

jesli 6(G) = 3 i girth(G) > f(r), to K. < G.

4. GRAFY BEZ USTALONEGO DRZEWA JAKO MINORU

Dekompozycjq Sciezkowq grafu G nazywamy taki ciag zbioréw (Wh,..., W), ze
spetnione sa nastepujace warunki:

(P1) WhU---UW, =V(G),
(P2) kazda krawedz grafu G ma oba konce w pewnym W;, oraz
(P?)) VVil N Wig - Wi2 dla dOWOlHYCh il, 7;2, ig, gdzie 1 < il < iQ < ig < s.
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Szerokosé dekompozycji Sciezkowej (W1, ..., Wy) wynosi max{|W;| —1:1 < < s}.
Szerokosé sciezkowa grafu G, oznaczana pw(G), to najmniejsza szerokosé dekompozy-
cji Sciezkowej grafu G. Zauwazmy, ze jezeli (W7, ..., W) jest dekompozycja $ciezkowa
grafu G a H jest podgrafem G, to (W1 NV (H),...,WsNV(H)) jest dekompozycja
Sciezkowa grafu H.

Lemat 4.1. Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n, pelne drzewo ternarne o
gtebokosci n ma szeroko$c sciezkowq co najmniej n.

Dowdd. Lemat dowodzimy indukcyjnie. Niech 7' bedzie pelnym drzewem ternarnym
o glebokosci n. Jedli n = 0, to T jest pojedynczym wierzchotkiem i pw(7") = 0.
Zatézmy wiec, ze n > 1 i niech v bedzie korzeniem 1. Woéwczas T' — v ma trzy spojne
sktadowe T, T5 i T5, i kazda z nich jest pelnym drzewem ternarnym o gltebokosci
n — 1. Wezmy dowolna dekompozycje Sciezkowa (W1, ..., W) drzewa T. Wystarczy
teraz pokazac, ze pewien zbiér W; ma rozmiar co najmniej n + 1.

Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze Wy # ()i W, # (). Wtedy niech P bedzie dowolng W~
W éciezka (ona istnieje bo T jest spéjny). Zauwazmy, ze dla kazdego i € {1,...,s}
mamy W; NV (P) # 0: gdyby dla pewnego indeksu ¢ mielibysmy W; NV (P) = 0, to
otrzymalibySmy podzial zbioru V' (P) na dwa niepuste zbiory (W, U---UW,_1)NV(P)
i (Wiga U---UW) N V(P) miedzy ktérymi nie ma zadnej krawedzi, co przeczyltoby
spoéjnosci P.

Sciezka P przecina co najwyzej dwa drzewa T, Ts i Ty, wiec bez straty ogdélnosci
zalézmy, ze V(P) NV (T}) = (. Na mocy zalozenia indukcyjnego, szeroko$¢ induko-
wanej dekompozycji Sciezkowej (W, NV (T1),..., W, NV (T})) drzewa T} wynosi co

najmniej n — 1, a wiec istnieje takie i € {1,...,s}, ze |W; NV (T})| = n. Poniewaz
W, zawiera wierzcholek ze Sciezki P 1 V/(P) NV (Ty) = 0, to dostajemy |[W;| > n+ 1
i P. To konczy dowdd indukeyijny. ([l

Twierdzenie 4.2. Jesli pw(G) > n, to kazdy (n+1)-wierzchotkowy las jest minorem
grafu G.

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia, musimy wprowadzi¢ pare
oznaczen.

Brzegiem zbioru wierzchotkow X w grafie G nazywamy zbior 0X sktadajacy si¢ ze
wszystkich tych wierzchotkéw w X, ktére sa potaczone krawedzig z jakimkolwiek
wierzchotkiem spoza X w G. Méwimy, ze zbior wierzchotkéw X jest n-rozkladalny w
G jedli istnieje taka dekompozycja Sciezkowa (W7, ..., Wy) grafu G[X], ze 0X C W,
oraz szeroko$¢ dekompozycji jest mniejsza niz n (czyli |[W;| < n dlai € {1,...,s}).
Dekompozycje te¢ nazywamy czesciowq dekompozycjqg Sciezkowq grafu G. Jako ze
I(V(G)) = 0, mamy pw(G) < n wtedy i tylko wtedy gdy zbiér V(G) jest n-
rozktadalny w G.

Lemat 4.3. Niech Y bedzie n-rozkladalnym zbiorem w grafie G i niech Z C Y.
Jezeli istnieje |0Z| rozlacznych Z-0Y Sciezek w G, to Z jest n-rozkladalny. Patrz
rysunek 9.
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RYSUNEK 9. Zbiér Z C Y w ktérym |0Z] = 6. Sze$¢ Z — Y Sciezek
(w tym 3 trywialne).

Dowdd. Niech (W, ..., W) bedzie czeSciowa dekompozycja Sciezkowa grafu G $wiad-
czaca to, ze zbior Y jest n-rozktadalny. Dla kazdego i € {1,..., s}, definiujemy zbiér
W! jako

Wi =(WyuU---UW;)NazZ)uU (W;N Z).

Pokazemy, ze (W/, ..., W!) jest czeSciowa dekompozycja $ciezkowa ktora $wiadezy o
tym, ze zbior Z jest n-rozktadalny. Najpierw uzasadnimy, ze jest to dekompozycja
Sciezkowa grafu G[Z]. Warunki (P1) i (P2) wynikaja z tego, ze W,NZ C W] C Z
dlai € {1,...,s} oraz (Wy,..., W) jest dekompozycja Sciezkowa nadgrafu grafu
G[Z]. Dla dowodu (P3), niech 1 < iy < ip < i3 < 5. Wowcezas

(W, nW)nozZ = W; Nnoz)N (W, Ndz)
(WhiU---UW;,)Noz
(

WyU- UW,)NaZ C WY,
oraz skoro (W1, ..., W,) spelia (P3), to
(W, nWI\NOZ C Wy, "Wy, Z CW;,NZ C W,

Zatem W; N W; C W, czyli warunek (P3) jest spetniony. Faktycznie wigc

(W1, ..., W) jest dekompozycja Sciezkowa grafu G[Z].

C
-

Mamy 07 = (WyU---UW,)N0Z C W, wiec pozostaje pokazaé, ze szeroko$é dekom-
pozycji (W7, ..., W) jest mniejsza niz n. Niech P bedzie rodzina |0Z] roztacznych
Z-0Y Sciezek w G. Zauwazmy, ze kazda Sciezka w P ma koniec w 07 istotnie, jesli
taka $ciezka jest trywialna, to jej jedyny wierzchotek lezy w Z N oY C 07, a jesli
jest nietrywialna, to jej koniec w Z jest w 0Z. Poniewaz |P| = |0Z|, stad wiemy ze
kazdy element 07 jest koricem pewnej $ciezki z P.

Rozwazmy ¢ € {1,...,s}. Zauwazmy, ze kazda $ciezka w P ktéra ma koniec w
(W U---UW,;)N0OZ przecina W; a nawet W; \ (Z \ 072). Rzeczywiscie, taka Sciezka
ma jeden koniec w Wi U ---UW; a drugi koniec w Y C Wy, a zatem musi miec¢
element w W; (a poniewaz jest to Z — 0Y-Sciezka, to nie moze mieé elementu w
Z \ 0%). Poniewaz Sciezki w P sa rozlaczne, mamy

nz Wil 2 |(Wiu---uW)noz|+ |Win(Z\oz)| = [Wj.
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Zatem (W], ..., W!) ma szeroko$¢ mniejsza niz n. To dowodzi, ze zbiér Z jest n-
rozktadalny. U

Méwimy, ze model ¢ grafu H w G jest ukorzeniony w zbiorze wierzchotkéw A jesli
[V(p(u)) N Al =1 dla kazdego u € V(H).

Dowdd twierdzenia 4.2. Niech G bedzie grafem spetiajacym pw(G) = n i niech F
bedzie (n+1)-wierzchotkowym lasem. Niech (vy, . .., v,11) bedzie takim uporzadkowa-
niem wierzchotkow lasu F', ze kazdy wierzchotek v;,; sasiaduje z co najwyzej jednym
wierzchotkiem ze zbioru {vy,...,v;}. Indukcyjnie dla kazdego i € {0,...n + 1} po-
kazemy, ze istnieje taki zbiér wierzchotkéw X' oraz model ¢’ lasu F[{v1,...,v;}] w
G[X7], ze jedli i < n, to

(i) model ¢’ jest ukorzeniony w 0.X*
(ii) X? jest maksymalnym na inkluzje zbiorem, ktory jest n-rozkladalny i spetnia
|0X7] <.

W szczegdlnoéci powyzsze warunki implikujg, ze [0X;| = i. Jako X° mozemy wybraé¢
dowolny maksymalny na inkluzje n-rozkladalny zbiér spetiajacy [0X° = 0 (by¢
moze X = 0; ogblnie X to zbiér wierzchotkéw wszystkich spéjnych sktadowych
G o szerokosci $ciezkowej mniejszej niz n). Zatézmy, ze dla pewnego i € {0,...,n}
zdefiniowali$émy juz X' i niech ¢ bedzie modelem lasu F[{vy,...,v;}] w G[X"] uko-
rzenionym w dX*. Skoro pw(G) > n, to zbiér V(G) nie jest n-rozkladalny, wiec
Xt £ V(G). Jedli v;,1 nie sasiaduje z zadnym wierzchotkiem ze zbioru {vy, ..., v;}, to
niech x bedzie dowolnym wierzchotkiem ze zbioru V(G) \ X*. Jesli za$ v;;; sasiaduje
z pewnym takim v;, ze j < i, to niech & bedzie dowolnym nienalezacym do X*
sasiadem jedynego wierzchotka w zbiorze V(4(v;)) N OX". Jezeli i = n, to mozemy
wzigé X't = V(G) oraz model ¢"™! zdefiniowany przez ¢! (v;) = ¢'(v;) dla j < i
oraz ¢ (v511) = Gl{z}].

Zalézmy wiec, ze i < n — 11 pokazmy, ze istniejg X! oraz ¢! spetiajace warunki
(i) i (ii). Zdefiniujmy
X = X"U{r}.

Patrz rysunek 10. Jesli (Wy, ..., Ws) jest czeSciowa dekompozycja Sciezkowa Swiad-
czaca n-rozkladalnosé zbioru X, to (Wi, ..., W,, 0X" U {z}) jest czeSciowa dekom-
pozycja Sciezkowa $wiadczaca n-rozkltadalno$é zbioru X. Zatem na mocy (ii), mamy
|0X| > 4. Skoro jednak 0X C 0X'U{z}, to musi zachodzi¢ |0X| = |0X ' U{x}| = i+]1.
Niech Y bedzie maksymalnym na inkluzje nadzbiorem zbioru X ktoéry jest n-
rozkladalny i spelnia [0Y| < i+ 1. Zbiér Y bedzie naszym X1,

Niech P bedzie najwigksza rodzing roztacznych X—-0Y $ciezek w G. Twierdzimy, ze
|P| = i+1 (czyli |P| =10Y|=1i+1). Zalézmy dla dowodu nie wprost, ze |P| < i.
Na mocy twierdzenia Mengera istnieje taki X—-0Y separator S, ze |S| = |P|, wiec
z definicji separatora, kazdy wierzchotek w S nalezy do jednej $ciezki w P. Skoro
X CY, to kazda X-9Y $ciezka ma wszystkie wierzchotki w Y, wiec S C Y. Niech
Z bedzie sumg zbioru S oraz zbiorow wierzchotkéw tych spojnych sktadowych grafu
G — S ktére zawieraja co najmniej jeden wierzchotek z X. Wowczas 07 = S. Skoro
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S jest X—0Y separatorem i S CY, mamy Z C Y. Z kazdej z |0Z| = | S| $ciezek w
P mozemy wybra¢ podsciezke od S do Y, wiec na mocy lematu 4.3 zbiér Z jest
n-rozktadalny. Skoro jednak X* ¢ X C Z, dostajemy sprzeczno$é¢ z warunkiem (ii).

Faktycznie wigc |P| = i + 1. Skoro X C Y, kazda X-0Y S$ciezka ma koniec w
0X. Niech Py, ..., P,y beda Sciezkami w P przy czym V(¢ (v)) NV (Py) # 0 dla
ke{l,...,i}. Wtedy mamy = € V(P ;). Definiujemy X" ™' =Y oraz ¢"!(v;) =
(b’(vk) U Pk dla k € {1, c ,i}, zas ¢i+1<vi+1) = f)i—i-l' O

G
Cal s
—

Xi
oY

Y

RysUNEK 10. Krok w konstrukeji minoru lasu.

5. PARAMETRY ZWIAZANE Z SZEROKOSCIA DRZEWIASTA

5.1. Jezyny. Jaka jest szerokos¢ drzewiasta kraty H,7? Jak pokaza¢ ograniczenie
dolne? Magia szerokosci drzewiastej polega na tym, iz istnieje kanoniczna przeszkoda
w grafie na drodze do posiadania szeroko$ci drzewiastej co najwyzej k.

Dwa podzbiory wierzchotkéw A, B C V(G) dotykajq sic w G, jesli AN B # () lub
istnieje A-B krawedz w G. Rodzine spéjnych podzbioréw V (G) takich, ze kazde
dwa sie dotykaja, nazywamy jezyng w G. Zbior X C V(G) trafia jezyne B, jesli dla
kazdego B € B zachodzi X N B # (). Rzqd jezyny B to wielko$¢ najmniejszego zbioru
trafiajacego B. Liczba jeiynowa grafu G oznaczana bn(G) to najwiekszy rzad jezyny
w G.

Przyktad 5.1. Krzyzem C;; w kracie B, nazywamy zbior {(¢,¢) | £ € {1,...,n}} U
{(¢,5) | € €{1,...,n}}. Zbiér wszystkich krzyzy w kracie B, jest jezyna rzedu n.

Twierdzenie 5.2 (o dualnosci szerokosci drzewiastej. Seymour, Thomas, 1993). Dla
kazdego k > 1, dla kazdego G zachodzi

tw(G) >k & G ma jezyne rzedu wickszego niz k.
Rownowaznie tw(G) = bn(G) — 1.

Tak, naprawde istotne jest to, ze tw(G) i bn(G) sa ze soba zwiazane, a fakt ze
w zasadzie sg rowne to mity bonus. Wykazemy ponizej jedynie implikacje w lewo.
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Implikacja w prawo nie jest bardzo trudna ale jest troche techniczna i tym razem
wolimy zrobi¢ inne rzeczy. Pelny dow6d mozna zobaczy¢ w ksigzce Diestela.

Dowdéd implikacji <= w twierdzeniu 5.2. Niech G bedzie grafem o szerokosci drzewia-
stej mniejszej niz k, a B jezyna w G. Niech (T',V), gdzie V = (V;)sev (1), bedzie
dowolna dekompozycja drzewiasta grafu G. Wykazemy, ze ta dekompozycja ma
worek trafiajacy B. Jesli wezmiemy dekompozycje drzewiasta swiadczaca tw(G) < k,
to bedzie oznaczaé, ze B ma rzad co najwyzej k.

Dla kazdego elementu B € B niech Tg = {t € V(T') | Jv € B taki, ze v € V;}.
Poniewaz kazdy B € B jest spojny, wiemy ze T indukuje poddrzewo T'. Poniewaz
dowolne dwa elementy B, B’ w B sie dotykaja, wiemy ze drzewa Tp oraz Ty sie
wierzchotkowo przecinaja. Z wlasnosci Helly’ego dla drzew istnieje t € V(T) taki, ze
t € Npen I's- Zatem worek V; przecina si¢ niepusto z kazdym elementem jezyny B,
co byto do pokazania. 0

5.2. Dekompozycje gateziowe. Niech GG bedzie grafem, a A, B C G dwoma jego
podgrafami. Para (A, B) jest separacjg G jesli AU B = G oraz E(A) N E(B) = 0.
Rzqd separacji (A, B) oznaczany ord(A, B) réwny jest |V (A) NV(B)|. k-separacja
grafu G to separacja o rzedzie co najwyzej k.

Twierdzenie 5.3 (Menger, réwnowazne sformutowanie). Niech G bedzie grafem oraz
X,Y CV(G). Wtedy minimalny rzqd separacji (A, B) grafu G takiej, ze X C V(A)
1Y CV(B) réwna sie¢ maksymalnej liczbie rozlgeznych X-Y Sciezek w G.

Para (T, 0) jest dekompozycje galeziowq grafu G, jesli

(B1) T jest drzewem, w ktérym kazdy wierzcholek wewnetrzny ma stopien 3,
(B2) © jest bijekcja z F(G) do lisci drzewa T

Kazda krawedz t1ty dekompozycji gateziowej (T, ©) grafu G wyznacza podziat zbioru
E(G) na dwie czesci E) oraz Es, gdzie E; sktada sie z takich krawedzi e € E(G),
ze O(e) lezy w tej samej sktadowej lasu 7' — t1ty co t;. Wowcezas (G[E, |, G[Es)) jest
separacjg grafu powstatego przez usuniecie z G wierzchotkow izolowanych. Rzedem
krawedzi t1t, w dekompozycji (T, ©) nazywamy rzad separacji (G[E,]|, G[Es]). Patrz
Rysunek 5.2. Szerokos¢ dekompozycji gateziowej (T, ©) grafu G to najwiekszy rzad
krawedzi w T'. Szeroko$é galeziowa (ang. branchwidth) grafu G, oznaczana bw(G), to
najmniejsza szerokos¢ dekompozycji gateziowej G. (Jedli |[E(G)| < 1, to przyjmujemy,
ze graf nie ma dekompozycji gateziowej i bw(G) = 0.)

Lemat 5.4 (Robertson, Seymour 1991). Dia kazdego grafu G, jesli bw(G) = 2, to

bw(G) < tw(G) +1 < 2bw(G).

Dowdd. Wykazemy najpierw druga nieréwnosé: tw(G) + 1 < 2 bw(G). Zakladamy,
ze G nie ma wierzchotkéw izolowanych. Niech &k = bw(G) i niech (T, 0) bedzie
dekompozycja gateziowa o szerokosci k. Konstruujemy dekompozycje drzewiasta
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RYSUNEK 11. Graf G i jego dekompozycja gateziowa (T, ©). Krawedz
¢ w T ma rzad 3. Na pomaranczowo i zielono wyrdznione sa dwie
strony odpowiedniej separacji G rzedu 3.

(T, (Bt)iev(r)) grafu G, definiujac By = {v,w}, jedli t jest lidciem w 1" oraz ©(vw) =
t; oraz By = {v | v lezy w poprzek pewnej krawedzi przylegajacej do t w T'}, jesli ¢
jest wierzchotkiem wewnetrznym 7.

Wéwcezas nalezy sprawdzi¢ czy (T, (By)iev (1)) jest rzeczywidcie dekompozycja drze-
wiasta G. Niech T, = {t € V(T) | v € B;}. Zauwazmy, ze kazde T, jest niepuste
(bo G nie ma wierzchotkéw izolowanych). Kazda krawedz uwv w E(G) zawiera sie w
Be(uv)- Zatem jedyna nietrywialna rzecz do sprawdzenia to czy T, jest spojne w T
No i rzeczywiscie jest spojne.

Jaka jest szerokosé¢ (T, (By))? Jesli t jest liSciem to |B;| = 2. Jesli za$ t jest wierz-
chotkiem wewnetrznym to niech A, B i C' beda zbiorami wierzchotkéw lezacymi w
poprzek kolejnych trzech krawedzi incydentnych z ¢ w T'. Wtedy mamy

2|B| < |A|+ |B|+|C] < 3k.
A zatem
By < {2 3k} i
xIn ' = 5h
t ax 5 5
co konczy dowdd drugiej nieréwnosci.

Przechodzimy do dowodu pierwszej nieréwnosci. Niech k = tw(G) + 1. Jedli k < 2,
to E(G) =0 1ibw(G) = 0. Zalézmy wiec, ze k > 2. Wezmy dowolng dekompozycje
drzewiasta (T, B) grafu G w ktérej najwiekszy worek ma rozmiar k oraz dla kazdego
lidcia t istnieje taki wierzchotek u grafu G, ze B; jest jedynym workiem zawierajacym
ten wierzchotek oraz B; nie zawiera innych wierzchotkéw niz w i wszystkich jego
sasiadéw (dowdd istnienia takiej dekompozycji zostawiamy jako ¢wiczenie).

Mozemy zalozy¢, ze jesli pewien wezel t drzewa T ma stopien 2, to dla pewnej
krawedzi uv € E(G), By jest jedynym workiem zawierajacym u i v: gdyby tak nie
byto mogliby$my usuna¢ ¢ i potaczy¢ krawedzia jedynych dwoéch sasiadéw t.

Dla kazdej krawedzi uv € E(G) wybierzmy dowolny taki worek By, ze {u,v} C B,.
Jesli ¢ nie jest takim lisciem, ze B, = {u,v}, to dodajmy do dekompozycji nowy lisé
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sasiadujacy z t 1 zdefiniujmy jego worek jako {u,v}. W ten sposéb dostaniemy taka
dekompozycje drzewiasta (17, B') grafu G, ze kazdy worek ma rozmiar co najwyzej
k, kazdy wewnetrzny wezel ma stopien co najmniej 3, 7" ma |E(G)] lisci i worek
kazdego liscia sktada sie z dwdch koncow innej krawedzi grafu G.

Dopdki w drzewie T” istnieje wezet t o stopniu d wiekszym niz 3, rozciggamy go
do dwoch nowych potaczonych krawedzia wierzchotkow ¢y i to, przy czym t; bedzie
dodatkowo sgsiadowat z pewnymi 2 sasiadami ¢, a to z pozostatymi d — 2. Weztom ¢;
i ty przypisujemy ten sam worek B;. Gdy juz wszystkie wewnetrzne wierzchotki beda
mialy stopien 3, dostaniemy dekompozycje drzewiasta (7", B”) w ktorej wewnetrzne
wierzchotki maja stopien doktadnie 3, a worek kazdego sposréd |E(G)] lidci drzewa
T" jest zbiorem koncéw innej krawedzi. Mozemy wiec zdefiniowaé dekompozycje
galeziowa (T, 0), gdzie dla kazdej krawedzi e € E(G), O(e) jest jedynym lisciem
ktorego worek jest zbiorem koncow krawedzi e. Zauwazmy wreszcie, ze rzad kazdej
krawedzi t1ty € E(T") wynosi | By, N By,| < k, zatem dekompozycja ta swiadczy, ze
bw(G) < k =tw(G) + 1.

O

5.3. Zbiory wysoce spéjne. Niech G bedzie grafem. Zbior X C V(G) jest wy-
soce spdjny, jesli dla dowolnych X, Xo C X istnieje min(|Xy|,|X3|) roztacznych
wierzchotkowo X-X5 Sciezek w G (mozna zatozy¢, ze $ciezki nie maja wierzchotkow
wewnetrznych w X).

Przyklad 5.5. Wiersz kraty H,, jest zbiorem wysoce sp6jnym. Patrz Rysunek 12.

—=__1

RYSUNEK 12. Sciezki taczace zielone wierzchotki wiersza z czerwonymi.

Lemat 5.6. Dia kazdego grafu G, jesli bw(G) < k, to G nie ma zbioru wysoce
spojnego wielkosci 3k + 1.

Dowdd. Niech (T, ©) bedzie dekompozycja gateziowa grafu G o szerokosci co najwyzej
k. Zal6zmy, ze G ma zbiér X wysoce spdjny mocy wiekszej niz 2k. (Jesli nie to nie ma
co dowodzi¢.) Zauwazmy, ze X nie ma wierzchotkéw izolowanych w G. (Jesli ma to nie
bardzo bedzie wysoce spéjny.) Niech £ = tt' € E(T') i rozwazmy separacje (Ge i, Gev)
grafu GG bez wierzchotkéw izolowanych. Poniewaz ta separacja ma rzad co najwyzej
k dostajemy, ze dokladnie jedna strona tej separacji zawiera < k wierzchotkow
z X (bedzie to mata strona) i dokladnie jedna strona tej separacji zawiera > k
wierzchotkéw z X (bedzie to duza strona). Orientujemy krawedz & w strone ,wiekszej”
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czesci X. Rozwaz t w T ktory jest ujsciem naszej orientacji. Niech &;, & i &3 beda
krawedziami incydentnymi do ¢ w T'. Kazdy wierzchotek x € X jest incydentny do
jakiej$ krawedzi w G a ta krawedz jest w ktorej$ z trzech sktadowych lasu T — t.
Zatem x musi by¢ w co najmniej jednej matej czedci. To dowodzi, ze

| X < 3k,
tak jak chcielismy. ([l

Lemat 5.7. Dla kazdego grafu G, jesli bw(G) > k > 2, to G ma zbior wysoce spdjny
rozmiaru k.

Dowdéd. Czesciowq dekompozycija galeziowq grafu G nazywamy taka pare (7, 0),
ze T jest drzewem w ktoérym kazdy wierzchotek wewnetrzny ma stopien 3 oraz
O jest surjekcja z F(G) do lici T'. Szeroko$¢ czesciowej dekompozycji galeziowej
definiujemy w sposéb analogiczny do zwyktej dekompozycji gateziowej. Wybierzmy
czesciowa dekompozycje (T, 0) o szerokosci co najwyzej k i o jak najwiekszej liczbie
lisci. Taka czesciowa dekompozycja istnieje, bo mozemy wzig¢ drzewo o dwoch
wierzchotkach, gdzie jeden lis¢ ma przypisana dowolna krawedz e grafu G, a drugi
wszystkie pozostate. Tutaj wykorzystaliSmy, ze k > 2.

Skoro bw(G) > k, to (T,©) ma li¢ t etykietowany wiecej niz jedna krawedzia. Niech
¢ bedzie jedyng krawedzig drzewa T' przylegajaca do t, a F' bedzie zbiorem krawedzi,
ktorymi jest etykietowany lis¢ ¢. Niech X bedzie zbiorem wierzchotkéw idacych w
poprzek £. Wykazemy, ze | X| > k oraz ze X jest wysoce spojny w G[F].

Zatézmy najpierw dla dowodu nie wprost, ze |X| < k. Przypomnijmy sobie réwniez,
ze kazdy wierzchotek x € X jest indydentny do cho¢ jednej krawedzi w F' i cho¢
jednej poza F'. Niech e € F' bedzie dowolna krawedzig incydentna z cho¢ jednym
wierzchotkiem w X (zakltadam tutaj, ze X # 0; jesli X jest pusty to e moze by¢
dowolna krawedzig z F'). Wowczas mozemy otrzymacé nowa czesciowa dekompozycje
grafu G doklejajac dwa nowe liscie ¢, to w drzewie 1" do wierzchotka ¢. Niech lis¢
t; etykietowany bedzie {e}, a lis¢ t, etykietowany bedzie zbiorem F'\ {e}. Patrz
Rysunek 5.3. Otrzymana dekompozycja ma szerokosé nie wigksza niz k gdyz (1) X
jest wciaz zbiorem wszystkich wierzchotkéw w poprzek krawedzi &; (2) wierzchotki
w poprzek tt; to jedynie dwa konce e; (3) wierzchotki w poprzek tt, zawieraja sie
w zbiorze X plus konce krawedzi e, a poniewaz tylko jeden z koncéw e moze byé
poza X to jest tych wierzchotkéw w sumie < | X |+ 1 < k. Do tego nowa czeSciowa
dekompozycja ma wiecej lisci niz (T, ©) — sprzecznosé.

Zalézmy teraz, ze X > k i X nie jest wysoce spéjny w G[F]|. Wowczas istniejg takie
podzbiory X, Xo C X, ze w G[F] nie ma ¢ = min{|X}|, | Xs|} roztacznych X;-X,
sciezek w G[F]. Na mocy twierdzenia Mengera istnieje separacja (A, B) grafu G[F]
o rzedzie mniejszym niz ¢ taka, ze X; C V(A) oraz Xy C V(B). Doklejajac znowu
dwa nowe liscie t1, to do wierzcholka ¢ i etykietujac je odpowiednio zbiorami E(A) i
E(B) otrzymujemy dekompozycje o nie wiekszej szerokosci i wiekszej liczbie lisci niz
(T, ©), co jest sprzecznoscia. O
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RYSUNEK 13. Szkic trzech czeSciowych dekompozycji: (1) dekompozy-
cja wyjsciowa w dowodzie; (2) dekompozycja konstruowana w argu-
mencie dla | X| < k; (3) dekompozycja konstruowana w argumencie
gdy X nie jest wysoce spéjny w G[F].

6. SPLATANIA

Niech G bedzie grafem i V(G) # (. Niech k bedzie liczba catkowita i k > 1.
Splgtaniem rzedu k grafu G nazywamy taka rodzine (k — 1)-separacji 7 grafu G, dla
ktorej spetnione sa warunki

(T1) (A,B) € T lub (B, A) € T dla dowolnej (k — 1)-separacji (A, B) grafu G;
<T2) Jeéll (Al, Bl), (AQ, Bg), (A3, Bg) c T, to Al U A2 U A3 7é G,
(T3) V(A) # V(Q) dla kaidej (A, B) € T.

Dla dowolnej separacji (A, B) w splataniu méwimy, ze A jest malg strong, a B jest
duzq strong separacji w splataniu. Maksymalny rzad splatania w grafie G oznaczamy
przez tn(G).

Przyktad 6.1. Niech G bedzie grafem i C cyklem w G. Niech T bedzie zbiorem
wszystkich 1-separacji (A, B) grafu G takich, ze C C B. Wtedy T jest splataniem
rzedu 2 w G.

Rzeczywiscie, rodzina T spelnia warunek (T1) gdyz kazda 1-separacja G zawiera
dowolny cykl w G w jednej z dwu stron. Warunek (T3) jest rowniez spelniony
poniewaz |V(C)NV(A)| <1 dla dowolnej (A, B) € T. Warunek (T2) zachodzi gdyz
E(C)N E(A) = () dla dowolnej (A, B) € T a wiec suma nawet siedemnastu matych
stron nie da catego grafu. Uwaga: moze sie zdarzy¢, ze V(A1) UV (A) UV (Ay) =
V(G) dla pewnych (Ay, By), (As, Bs), (As, Bs) € T, patrz Rysunek 14. Ale to nie
przeszkadza rodzinie T by¢ splataniem.

Przyktad 6.2. Niech G bedzie grafem i X C V(G) zbiorem wierzchotkéw takich,
ze G[X] jest klikg. Dla kazdej (A, B) separacji G mamy: X C V(A) lub X C V(B).
Niech k bedzie liczba catkowitg i k > 1. Niech 7, bedzie zbiorem wszystkich separacji
rzedu < k takich, ze X C V(B). Wtedy jesli k < 2[X| + 1, to Ty jest splataniem
rzedu k w G.
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RYSUNEK 14. Po lewej: cykl zawsze zawiera si¢ w ktorejs czesci 1-
separacji. Po prawej: trzy matle strony sumujg si¢ wierzchotkowo do
catego grafu.

Ustalmy liczbe catkowityg k takg, ze 1 < k < %\X | + 1. Rodzina 7T; spelnia
(T1) gdyz kazda separacja G musi zostawi¢ wierzchotki kliki po tej samej stro-
nie. Warunek (T3) jest réwniez spelniony poniewaz |X N V(A)| < 2|X]| dla do-
wolnej (A, B) € T. Rozwazmy warunek (T2). Rozwazmy dowolne trzy separacje
(A1, By), (As, By), (A3, B3) € Ti. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze AjUAUA3 = G.
Poniewaz rzad tych separacji jest mniejszy od §|X | zawsze znajdziemy wierzchotek
r € X taki, ze x nalezy do co najwyzej jednego zbioru sposrod V(A;), V(As) i
V(As), powiedzmy V(A;). Wtedy jednak wszystkie krawedzie z z do pozostalych
wierzchotkéw w X mogg znalezé sie jedynie w A; i nie mogg by¢ w A,, ani As.
Poniewaz |V (A1) N X| < 2|X], otrzymujemy sprzecznosé. Zatem A; U Ay U Ay # G i
warunek (T2) zachodzi.

Cwiczenie. Rozwazy¢ rodzine T takich (k — 1)-separacji (A, B) grafu By, ze B
zawiera wiersz Hj,. Wykazaé, ze T jest splataniem rzedu k w H,.

Pozostawiamy jako ¢wiczenia wykazanie pozytecznych obserwacji w prowadzeniu
arytmetyki na separacjach w splataniu.

Cwiczenie (submodularnosé rzedu separacji). Jesli (Ay, By) i (As, By) sa separa-
cjami w grafie G, to réwniez (A; N Ay, By UBy) oraz (A1 U A, By N By) sa separacjami
w (. Ponadto,

OI'd(Al N Ag, Bl U BQ) + ord(A1 U Ag, Bl N Bg) g ord(Al, Bl) + OI'd(AQ, Bz)

Cwiczenie. Niech T bedzie splataniem rzedu k > 1 grafu G oraz niech (A, B) i
(A’, B') beda dwoma (k — 1)-separacjami grafu G. Wykazadé, ze

jesli |V(A)| < k, to (A,B) € T;

jesli (A,B) € T oraz BC B, to (A, B’) € T,

jesli (A, B), (A", B') € T oraz ord(AUA", BNB') < k,to (AUA,BNB') e T.
jesli k > 2 oraz separacje (A, B) i (A’, B') r6znia sie jedynie na wierzcholtkach
izolowanych w G, to (A, B) € T wtedy i tylko wtedy gdy (A',B") € T;

(5) jesli k > 3 oraz V(A) =V (A") i V(B) = V(B'), to (A,B) € T wtedy i tylko
wtedy, gdy (A, B’) € T.

— — N

(1
(2
(3
(4

6.1. Dualno$¢ z dekompozycjg gateziows.

Lemat 6.3. Dla dowolnego grafu G o co najmniej dwu krawedziach i takiego, Ze
tn(G) = 3 mamy
bw(G) = tn(G).
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Dowdéd. Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze graf G ma splatanie T rzedu wiekszego
niz k oraz dekompozycje gateziowa (T, ) o szerokosci co najwyzej k. Ustalmy dowolny
lis¢ r w drzewie T'. Opiszemy teraz orientacje krawedzi w drzewie T'. Rozwaz dowolng
krawedz & = t1to w 1. Krawedz ta indukuje k-separacje (Gey,, Geyr,) grafu G bez
izolowanych wierzchotkéw. Jesli r i ¢; sa w tej samej spojnej sktadowej T' — &, to
dorzucamy izolowane wierzchotki G do G¢y,, dlai € {1,2}. W ten sposob (G, , Gers,)
jest k-separacja grafu G. Zatem (Gey,, Gey,) € T albo (Gey,, Geyy) € T Orientujemy
krawedz £ w strone wierzchotka indeksujacego duzg czes¢ w T .

Rozwazmy wierzchotek ¢ w T bedacy ujsciem naszej orientacji. Jesli ¢ jest liSciem
to niech & = tt’ bedzie jedyna krawedzig styczna do t w T. Wtedy (G, Gey) € T .
Jednak G¢; jest grafem z dokladnie jedng krawedzig i z by¢ moze dorzuconymi
wierzchotkami izolowanymi. To prowadzi do sprzecznosci, dzieki pierwszym dwu
punktom ¢wiczenia powyzej.

Jesli t jest wierzchotkiem wewnetrznym w 7', to jest incydentny z doktadnie trzema
krawedziami tty, tty i tt3 w T. Te krawedzie indukuja separacje (A1, By), (Ag, Bs),
(As, Bs) € T. Rozwaz dowolng krawedz e € E(G) i niech t' = 6(e). Dla doktadnie
jednej wartosci @ € {1,2,3} mamy, ze t' i t; leza w tym samym komponencie T' — tt;.
Wtedy e € A;. Zatem E(A;UAUA;) = E(G). Podobnie z wierzchotkami, przy czym
wszystkie wierzchotki izolowane w GG sg w tym grafie A; dla ktérego r i t; znajduje
sie razem w komponencie T' — tt;. Zatem A; U Ay U A3 = G co stoi w sprzeczno$ci z
zatozeniem, ze T jest splataniem w G. d

Lemat 6.4. Dila dowolnego grafu G spelniajgcego bw(G) = 3 zachodzi
1
tn(G) > g(bW(G) —1).

Dowdd. Na mocy lematu 5.7, w G istnieje zbiér wysoce sp6jny o mocy bw(G) — 1.
Ustalmy taki zbiér X. Niech 7 bedzie rodzina wszystkich [|X|/3] — 1 separacji
(G1, Gs) grafu G o tej whasnosci, ze |V (G1) N X| < |V(G2) N X|. Wystarczy teraz
pokazac, ze T jest splataniem rzedu [|X|/3]. Warunek (T1) jest oczywiscie spelniony.
Zauwazmy, ze dla dowolnej separacji (G1,Gs) € T, skoro X jest wysoce spéjny i
[V(G1) N X| < |[V(Gy) N X|, to istnieje |V (G1) N X| roztacznych $ciezek miedzy
zbiorami V' (G1) N X 1 V(Gy) N X. Jednak liczba tych Sciezek jest niewigksza niz rzad
separacji (G, Gs), a wiee |V (Gh) N X| < |X|/3. Stad kazda mala strona zawiera
mniej niz | X|/3 wierzchotkéw z X, co implikuje wlasnosci (T2) i (T3). O

Tak naprawde zachodzi rownos¢ miedzy dwoma rozwazanymi parametrami.

Twierdzenie 6.5 (o dualnosci szerokosci gateziowej). Dila dowolnego grafu G, jesli
bw(G) > 2, to
tn(G) = bw(G).

Mogtoby sie wydawaé, ze owa dualno$é¢ jest powodem dla ktérego splatania sa
wazne. Nic bardziej mylnego. Dla wszystkich kolejnych twierdzen wystarczy nam
zwiazanie tn i bw jakie mamy dzigki dwém poprzednim prostym lematom. Splatania
sa wazne, gdyz mozemy je rozplataé :) Twierdzenie o drzewie splataii daje zasadniczo
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nam strukture drzewa pracujaca w strukturalnym twierdzeniu o grafach. Niektorzy
uwazaja, ze splatanie jest fajne bo daje nam w naturalny sposob strukture matroidu. . .

6.2. Matroid ze splatania. Niech k bedzie liczba catkowityg i & > 1. Ustalmy
splatanie 7 rzedu k w grafie G. Dla kazdego zbioru wierzchotkéw X C V(G)
definiujemy wartos¢ x(X) jako minimalny rzad separacji (A, B) € T takiej, ze
X C V(A), lub jako k jezeli nie istnieje taka separacja. Tak zdefiniowana funkcja
spetnia aksjomaty funkcji rangi, to znaczy:

) < k(X U{z}) < k(X)+ 1dla dowolnych X C V(G), x € V(G),
NY)+rk(XUY) <k(X)+ k(YY) dla dowolnych X, Y C V(G).

(k1) k(0
(k2) K(X
(k3) r(X

~—

Rzeczywiscie, (k1) zachodzi bo (0, G) € T. Pierwsza nieréwno$¢ w (k2) zachodzi
bo jesli (A, B) € T oraz X U {z} C V(A), to oczywiscie X C V(A). W dowodzie
drugiej nieréwnosci w (k2) mozemy zatozyé, ze k(X) < k — 2 (w przeciwnym razie
nieréwnos$¢é jest oczywista). Niech (A, B) € T bedzie taka separacja, ze X C V(A) i
ord(A, B) = k(X). Wowcezas

k(X U{z}) <ord(A+z,B) <ord(A,B)+1=k(X)+ 1.
Dla dowodu (k3), jesli k(X) = k lub k(YY) = k, to latwo widaé, ze (k3) zachodzi.
W przeciwnym przypadku, niech (A, B) i (C, D) beda takimi separacjami z T, ze
X CV(A),Y C V(C) oraz k(X) = ord(A,B) i k(Y) = ord(C, D). Wowczas
XNYCVANC)i XUY CV(AUC), wiec
RXNY)+r(XUY)<oadlANC,BUD)+ord(AUC,BN D)

= ord(A, B) 4+ ord(C, D)

= k(X) + k(Y).
Moéwimy, ze zbior X C V(G) jest T-niezaleiny, jezeli k(X)) = | X|.

Obserwacja 6.6 (wtasnosci zbior6w niezaleznych). Niech T bedzie splgtaniem w
grafie G. Wtedy

o () jest T-niezaleiny,

e podzbior zbioru T -niezaleinego jest T -niezaleiny,

e dla dowolnych dwdch zbiorow T -niezaleznych X, Y C V(G), jesli | X| < |Y]|, to
istnieje y € Y — X taki, ze X U{y} jest T -niezaleiny.

Lemat 6.7. Niech T bedzie splgtaniem w grafie G. Dla dowolnych dwoch zbioréw
T -niezaleznych X,Y C V(G) istnieje t = min(|X|, |Y|) rozlgcznych X-Y Sciezek.

Dowdod. Zatézmy nie wprost, ze nie istnieje t roztacznych X-Y Sciezek. Wowcezas na
mocy twierdzenia Mengera istnieje separacja (A, B) taka, ze ord(A, B) <t < k oraz
X CV(A)iY CV(B). Patrz rysunek 15. Zatem (A, B) € T lub (B, A) € T. Jesli
A jest mala strona w T, to mieliby$my r(X) < t < |X| = k(X), sprzecznosé. Jedli
B jest mala strona w T, to mielibysmy «(Y) <t < |Y| = k(Y), sprzecznosé. O
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(4, B)

RYSUNEK 15. Gdzie jest mala strona separacji {A, B} w 77

Whniosek 6.8. Niech T bedzie splgtaniem w grafie G. Wtedy kazdy zbior T -niezalezny
jest wysoce spojny w G.

Zbiér X C V(G) jest T-domkniety, jezeli dla dowolnego = € V(G) — X zachodzi
R(XU{z}) > k(X). Jedli Y} 1 Yy sa takimi nadzbiorami zbioru X, ze k(Y1) = k(Ys) =
k(X), to

K(X)+r(Y1UY2) =r(Y1NYs) +r(Y1UY2) < k(Y1) + k(Ya) = 26(X),

a wiec rowniez k(Y; UY;) = k(X) Stad dla kazdego zbioru X C V/(G) istnieje
doktadnie jeden zbiér T-domknicty Y taki, ze X CY C V(G) oraz k(YY) = r(X).
Zbiér ten nazywamy T-domknieciem zbioru X.

Lemat 6.9. Niech T bedzie splgtaniem w G. Niech (A,B) € T i niech X =
V(A)NV(B). Jesli V(A) jest T-domkniety i k(V(A)) = | X]|, to X jest wysoce spdjny
w B.

Dowdéd. Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze X nie jest wysoce spéjny w B. Wtedy
mamy podzbiory X, Xy zbioru X takie, ze X = X; U X, dla ktérych nie istnieje
t = min(| X[, | Xs|) roztacznych X;-X5 $ciezek w B. Z twierdzenia Mengera istnieje
separacja (B, By) grafu B taka, ze X; C V(By), Xy C V(By) oraz ord(By, By) < t.
Rozwazmy separacje (AU Ba, By) oraz (AU By, Bs). Poniewaz V(AU By) NV (B;) C
X\ XUV (BN Bs) mamy ord(AUBy, By) < |X|—t+ord(By, By) < | X|. Analogicznie
mamy ord(A U By, By) < |X|. Poniewaz V' (A) jest T-domkniety i k(V(A4)) = | X|
wnioskujemy, ze (AU By, B1) € T i (AU By, By) & T. A zatem (B,AUBy) € T
i (B, AU By) € T. To jednak prowadzi do sprzecznosci bo trzy male strony w
T sumuja sie do catego grafu: AU By U By = G. Ta sprzeczno$¢ zamyka dowdd
lematu. U

Przypomnijmy, ze model ¢ grafu H w grafie G jest ukorzeniony w zbiorze X C V(G)
jesli |V (o(t)) N X| =1 dla kazdego t € V(H).

Lemat 6.10 (o modelu lasu po malej stronie separacji w splataniu). Niech G bedzie
grafem, a T splgtaniem w G o rzedzie wickszym niz k. Niech F bedzie lasem na k
wierzchotkach. Wtedy istnieje separacja (A, B) € T taka, Ze

(i) zbior V(A) jest T-domkniety i k(V(A)) = ord(A, B) = k oraz
(ii) A zawiera model lasu F ukorzeniony w V(A) NV (B).
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Dowéd. Niech (vy,...,vx) bedzie takim uporzadkowaniem wierzchotkéw lasu F', ze
dla kazdego i € {1,...,k — 1}, wierzchotek v;;; sasiaduje z co najwyzej jednym
wierzchotkiem ze zbioru {vy,...,v;}. Indukeyjnie dla kazdego i € {0,...,k} poka-
zemy, ze istnieje taka separacja (A%, BY) € T oraz taki model ¢’ lasu F[{vy,...,v;}]
w grafie A%, ze

(i) zbior V(A?) jest T-domkniety i k(V(A")) = ord(A?, BY) =i oraz
(ii) model ¢ jest ukorzeniony w V(A") NV (B?).

Dla i = 0 jako A° bierzemy podgraf G indukowany przez T-domkniecie zbioru
pustego, a jako B° bierzemy G — AY. Zalézmy, ze dla pewnego i € {0,... .k — 1}
zdefiniowali$my juz (A%, B') oraz ¢'. Z faktu, ze x(V(A")) = ord(A4", B") = i wynika,
ze kazdy wierzcholek z V(AY) NV (B') sasiaduje z wierzchotkiem w V (B?) \ V(A").
Niech z € V(B") \ V(AY) bedzie takim wierzchotkiem, ze jesli v;; sasiaduje z
wierzchotkiem v; dla pewnego j < i+ 1, to x jest sasiadem jedynego wierzchotka
w zbiorze V(¢'(v;)) NV (A") NV (B?). Skoro zbiér V(A?) jest T-domkniety, mamy
k(V(A) U {z}) =i+ 1. Wezmy jako (A", B*1) taka separacje z T, ze A™ jest
grafem indukowanym przez T-domkniecie zbioru V(A") U {z}, a B! jest podgrafem
G indukowanym przez te wierzchotki i krawedzie ktére nie nalezg do Al W
szezegblnosci mamy ord(A™, BT) = 4 + 1. Zauwazmy, ze w A"™! istnieje 7 + 1
roztacznych (V(A?) U {z})-V(B"!) Sciezek. Istotnie, w przeciwnym razie istniataby
taka i-separacja (C, D) grafu A", ze V(A U{z} C V(C)i V(AT NB™*YH C V(D).
Z domknigtosci V (A?) mieliby$my (C, DUB™) & T czyli DUB*"! bylby mala strona
w splataniu, a graf G bylby sumg dwéch matych stron D U B! i A" w T. Niech
wiec P, ..., Piy1 beda takimi roztacznymi (V(AY) U {z})-B"! $ciezkami, ze P; ma
koniec w jedynym wierzchotku zbioru V(¢ (v;)) NV (A) NV(B*) dla 1 < j < i, za$
P;;1 ma koniec w x. Wowezas zadany model ¢! mozemy zdefiniowaé jak nastepuje.

¢ (vy) = {

To konczy dowod indukcyjny oraz dowdd lematu. 0

P (v;)UP; jeslil<j<i
Py jesli j =i+ 1.

Powyzszy lemat jest jednym z elementéw dowodu twierdzenia o kracie. Twierdzenie
o kracie mowi, ze jesli graf ma splatanie duzego rzedu to zawiera minor duzej kraty.
My na razie pokazemy szybko, ze taki graf zawiera minor duzej drabiny.

Twierdzenie 6.11 (Erdés-Szekeres 1935). Kazdy cigg liczb calkowitych dtugosci co
najmniej (k — 1)? + 1 zawiera stabo rosngcy lub stabo malejgcy podcigg diugosci k.

Whiosek 6.12. Jezeli tn(G) > 2((k — 1)* + 1), to krata 2 x k jest minorem grafu G.

Dowdd. Korzystamy z lematu 6.10 dla grafu G, splatania w G rzedu wigkszego niz
2((k—1)*41) oraz T bedacego Sciezka na 2((k—1)?+1) wierzchotkach. Otrzymujemy
separacje (A, B) grafu G oraz odpowiedni model P w A. Po skontraktowaniu workow
z modelu i usunieciu zbednych wierzchotkéw i krawedzi mozemy zatozy¢, ze V(P) =
V(A) C V(B). Sciezka P zawiera dwie rozlaczne Sciezki Py i P, kazda dtugosci
(k—1)241. Zbiér V(P) jest wysoce spéjny w B, wiec istnieje (k— 1)+ 1 roztacznych
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V(P,)-V(P,) $ciezek. Sciezki te definiujg pelne skojarzenie miedzy wierzchotkami
Sciezek P i P,. Na mocy twierdzenia Erdosa-Szekeresa znajdziemy k wierzchotkéw
na sciezce P, takich, ze odpowiadajace im wierzchotki na P, albo leza w tej samej
kolejnosci, albo w przeciwnej. W obu przypadkach otrzymujemy krate 2 x k jako

minor grafu G, patrz rysunek 16. O
P1 Pl
Py Py

RYSUNEK 16. Dwa warianty potaczen pomiedzy P; i P, otrzymane z
twierdzenia Erdosa-Szekeresa. Oba indukuja drabine.

Wymuszenie duzej drabiny pozwala nam szybko udowodnié¢ twierdzenie Erdésa-Posy.
Konstrukcja argumentu znana jest jako ,tangle trick”.

Twierdzenie 6.13 (Erdés-Posa 1965). Istnieje taka funkcja f, ze dla dowolnego
grafu G 1 dla dowolnej liczby catkowitej k > 1

(i) G ma k rozlgcznych cykli lub
(ii) istnieje zbior X C V(QG) taki, ze | X| < f(k) oraz G — X jest lasem.

Dowéd. Niech f(1) =0 oraz f(k) = 24k* +2f(k — 1) dla k > 2. Rozwazmy dowolny
graf G. OczywisScie teza zachodzi dla k£ = 1 bo jesli G nie ma cyklu to jest lasem wiec
wystarczy wzigé¢ X = (0. Zalézmy, ze teza nie zachodzi dla pewnego k > 1 i wezmy
najmniejsze takie k. Niech 7 bedzie rodzing wszystkich takich (8k?%)-separacji (A, B)
grafu G, ze A — V(B) jest lasem. Wykazemy, ze T jest splataniem G rzedu 8k + 1.

Rozwazmy dowolna (8k?)-separacje (A, B) grafu G. Jedli (A,B) ¢ T i (B,A) €T,
to oba grafy A—V(B) i B —V(A) zawieraja cykl. Skoro G nie zawiera k roztacznych
cykli, to A—V(B) nie zawiera k — 1 roztacznych cykli i tak samo B—V (A) nie zawiera
k — 1 roztacznych cykli. Z minimalnosci wyboru k, to oznacza, ze istnieje Y podzbior
wierzchotkéw A—V(B) taki, ze |Y| < f(k—1) oraz A—V(B)—Y jest lasem. Podobnie,
istnieje Z podzbiér wierzchotkéw B —V (A) taki, ze | Z| < f(k—1) oraz B—V(A)—Z
jest lasem. Zatem kazdy cykl w G zawiera wierzchotek z (V(A)NV(B))UY U Z.
Poniewaz |V (A)NV(B)UYUZ| < 8k*+2f(k—1) < f(k), otrzymujemy sprzecznos¢ z
zalozeniem, ze teza nie zachodzi dla rozwazanego k i G. Zatem rzeczywiscie A—V (B)
lub B — V(A) jest lasem i rodzina T spelia warunek (T1).

Przyjrzyjmy sie teraz warunkowi (T3). Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze (A4, B) €
T oraz V(A) = V(G). Poniewaz (A, B) jest (8k*)-separacja G wnioskujemy, ze
|V (B)| < 8k*. To oznacza, ze po usunieciu co najwyzej 8k < f(k) wierzchotkéw z
G otrzymujemy las, sprzeczno$é. Zatem rodzina T zachowuje (T3).
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Rozwazmy teraz trzy separacje (Aq, By), (As, Bs), (A3, B3) € T i zatézmy dla dowodu
nie wprost, ze A1 U A; U A3 = G. Niech X; =V (A;)NV(B;) dlai € {1,2,3}. Wtedy
twierdzimy, ze G — (X7 U X5 U X3) jest lasem. Rzeczywiscie, jesli ten graf miatby cykl,
to taki cykl musiatby sie catkowicie zawieraé w A; — V(B;) dla pewnego ¢ € {1,2,3}.
To jest sprzecznosé z faktem, ze A — V(B;) jest lasem. A zatem G — (X; U Xy U X3)
jest lasem. Poniewaz | X;| + | Xo| + | X3| < 24k? < f(k), otrzymujemy sprzeczno$é z
zatozeniem, ze teza nie zachodzi dla rozwazanego k i G. A zatem A; U Ay U A3 # G
i rodzina T spetnia (T2). To koriczy dowdd, ze T jest splataniem w G rzedu 8k? + 1.

Poniewaz tn(G) > 8k* > 2((2k — 1)* + 1), z wniosku 6.2 dostajemy, ze G zawiera
minor kraty 2 x 2k. Taka krata zawiera k roztacznych cykli. Zatem G zawiera k
roztacznych cykli co daje nam ostateczna sprzecznosé z zatozeniem nie wprost. [

7. TWIERDZENIE O KRACIE

Wiemy juz, ze grafy o duzej szerokosci drzewiastej maja splatania duzego rzedu, co
uzasadnia ponizsze przeformutowanie wypowiedzi twierdzenia o kracie.

Twierdzenie 7.1 (o kracie). Istnieje taka funkcja f, Ze dla kazdego grafu G, dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi

tn(G) > f(n) = H,<xG.

()

Niech m = n?. Wykazemy, ze wystarczy wzia¢ f(n) = m - K’;) - 3n? - 4n2”+2}
Zauwaz, ze

m

( 2 ) n4 nt
m - K?) 302 . 4n2n+2‘| < n?- {n‘* . 3n2 '4n2n+2} —n2. [12n2n+8}
— 2O(log n?+n*(2n+8)logn)

— 2(’)(n5 logn) )

Obecnie znane sg wielomianowe ograniczenia na funkcje f w twierdzeniu o kracie.
Pierwsze wielomianowe ograniczenie podali Chandra Chekuri i Julia Chuzhoy w 2016
roku. Aktualnie najlepsze znane ograniczenie to f(n) = O(n® poly logn). Wiadomo
tez, ze f(n) = Q(n?logn).

My podamy starszy i krotszy dowod, ktérego gtéwny kombinatoryczny krok zamyka
sie w nastepujacym lemacie. Dla grafu G i X, Y C V(G) niech kg(X,Y) bedzie
maksymalng liczbg roztacznych XY $ciezek w G.

Lemat 7.2 (Diestel, Gorbunov, Jensen, Thomassen 1999). Niech n it bedg do-
datnimi liczbami catkowitymi. Niech H bedzie grafem, a X iY takimi podzbiorami
wierzchotkéw w H, Ze ky(X,Y) = 3n? - t. Wtedy, jesli P jest rodzing 4n*"*2 - 3n? -
roztgcznych sciezek w H, to

istnieje P € P, ze ky_p(X,Y) >t b HB,<H.
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Dowdéd twierdzenia 7.1 przy zaloZeniu lematu 7.2. Rozwazmy graf G ze splataniem

T rzedu wickszego niz x := m - [(73) - 3n? - 4n2”+2} (2) Z lematu 6.10 dostajemy sepa-
racje (A, B) € T grafu G taka, ze V(A) jest T-domkniety, k(V(A)) = |[V(A)NV(B)|
oraz model $ciezki na z wierzchotkach w A ukorzeniony w V(A) NV (B). Kontraktu-
jemy worki modelu i wierzchotki otrzymanej $ciezki utozsamiamy z wierzchotkami

V(A)NV(B).

Otrzymana Sciezke dzielimy na m  roztacznych Sciezek, kazda na
{(?) - 3n? - 4n2"+2} () wierzchotkach. Niech A;,...,A,, beda zbiorami wierz-
chotkéw tych Sciezek. Z lematu 6.9 wiemy, ze V(A) NV (B) jest wysoce spdjny w B,

zatem dla dowolnych réznych p,q € {1,...,m}

(%)
(1) istnieje [(?) - 3n? - 4n2”+21 roztacznych A,~A, $ciezek w B,

ktére nie maja wierzchotkéw wewnetrznych w V(A).

Strategia dowodu jest nastepujaca: sprobujemy skonstruowaé¢ model K, w grafie
G. Kazda $ciezka bedzie odpowiadaé¢ jednemu workowi modelu. Gtéwna trudnoscia
bedzie zbudowanie rodziny roztacznych $ciezek taczacych A, z A, dla dowolnych
réznych p,q € {1,...,m}. Jezeli to si¢ uda, to H,, < K,, < G. Jezeli konstrukcja sie
nie uda (bo rodziny $ciezek gwarantowane przez wysoka sp6jno$é naszych zbioréw
sie za bardzo przecinaja), to dostaniemy na pocieszenie model H,, w G.

Niech o0 : {pg|1<p<qg<m} — {O, ce (’;) — 1} bedzie dowolna bijekcja po-

rzadkujaca liniowo krawedzie kliki na zbiorze {1,...,m}. Opiszemy konstrukcje

roztgcznych $ciezek By, . .., P(m)_l takich, ze P, jest A,~A, $ciezka dla pg = o71(¢),
2

oraz P, nie ma wierzchotkéw wewnetrznych w V(A). Zakladajac, ze mamy skonstru-

owane pierwsze ¢ $ciezek dla ¢ € {0, ce (g) — 1}, dla kazdego p,q € {1,...,m}

takiego, ze o(pq) = ¢ bedzie zachowany warunek:

(3)-

() istnieje f({) := K?;) - 3n?. 4n2”+2] roztacznych A,-A, Sciezek

w B — U< P;, ktére nie maja wierzchotkéw wewnetrznych w V(A).

Konstrukcje rozpoczynamy obserwujac, ze dla ¢ = 0 niezmiennik jest zachowany
dzieki (1). Przyjmijmy, ze 0 < j < (Tg), ze pierwsze j Sciezek jest zdefiniowanych
i ze niezmiennik (2) dla ¢ = j jest zachowany. Rozwazmy takie pq, ze o(pq) = j.
Niech P bedzie rodzing f(j) roztacznych A,-A, éciezek w B — U,; P, ktére nie
maja wierzchotkéw wewnetrznych w V' (A). Istnienie tej rodziny jest zagwarantowane
przez (2). Jesli istnieje P € P takie, ze przyjmujac P; = P niezmiennik (2) jest
zachowany dla ¢ = j + 1 i wszystkich pq takich, ze o(pgq) > ¢, to definiujemy P; = P
i przechodzimy do nastepnego kroku. Zalézmy zatem, ze dla kazdej $ciezki P € P
istnieje p'q’ takie, ze o(p'q’) > j i warunek (2) nie jest spetniony. Poniewaz kazda
Sciezka P € P ma co najwyzej (?) mozliwych wyboréw p'q’ z zasady szufladkowej
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ustalamy rodzing P’ C P oraz p'q’ takie, ze o(p'q’) > j,
P> £()/ (%) > 302 - dn+2 - f(j +1),

oraz dla kazdej Sciezki P € P’ nie istnieje rodzina f(j + 1) roztacznych A,—A,
Sciezek w B — <P UUi<; H), ktére nie maja wierzchotkéw wewnetrznych w V(A).

Mamy juz wszystko przygotowane do zastosowania lematu 7.2. Niech H bedzie
grafem (B —U; Pi) = (V(A)\ (Ay U Ay)). Niech t = f(j +1), X = A4, 1Y = A,

Wtedy rzeczywiscie mamy
ru(X,Y) > f(j) =230 f(j+1) =3n-t.

Lemat zastosujemy do rodziny P” = {PNH | P € P'}. Zauwazmy, ze kazdy jej
element PN H jest podgrafem grafu P otrzymanym przez usuniecie jednego lub dwéch
z jej konicow. Ponadto, skoro ky(X,Y) > 3n’t i ky_p(X,Y) < t, mamy PN H # 0.
Skoro wiec $ciezki w P’ sa parami roztaczne, to P” jest rodzing roztacznych sciezek
w H spetniajaca
|P”| = 3n? - 4n*"t2 . ¢.

Stosujac lemat 7.2 otrzymujemy alternatywe z jego tezy ale poniewaz juz wiemy, ze dla
kazdej Sciezki P € P” mamy ky_p(X,Y) < t, wnioskujemy, ze B, x H B<G. O

Dowadd lematu 7.2. W przypadku gdy n = 1, teza jest oczywista. Dla n > 2, lemat
dowodzimy indukcyjnie wzgledem liczby krawedzi w grafie. Ustalmy graf H i zatézmy,
ze teza jest prawdziwa dla kazdego grafu majacego mniej niz |E(H )| krawedzi. Niech

0 =3n%*, d=n""" oraz k= 4ld.

Wezmy takie podzbiory wierzchotkow X 1Y w H, ze ky(X,Y) > £ i niech P bedzie
rodzing k roztacznych Sciezek w H. Zaktadamy, ze ky_p(X,Y) < t dla kazdej P € P
i udowodnimy, ze H,, < H. Niech Q bedzie rodzing ¢ roztacznych X-Y Sciezek w
H. Woéwczas, dla kazdej Sciezki P € P, skoro kg_p(X,Y) < t, to Q ma mniej niz
t Sciezek roztacznych z P. To oznacza, ze istnieje mniej niz kt takich par Sciezek
(P,Q) € Px Q,ze V(P)NV(Q) = . Stad liczba $ciezek z Q ktdre sa roztaczne
z wiecej niz k/(2n?) $ciezkami z P wynosi mniej niz (kt)/(k/(2n?)) = 2n%t. Skoro
|Q| = 3n%t > 2n*t + n?, mozemy wybraé taki podzbiér Q' C Q, ze

Q)=
oraz istnieje co najwyzej n? - (k/(2n?)) = k/2 éciezek w P, ktére sa rozlaczne z
jakakolwiek $ciezkg z Q'. Wybierzmy wiec jeszcze taki podzbior P’ C P, ze

|P'| =k/2 1 kazda $ciezka z P’ przecina kazda $ciezke z Q'

Ustalmy dowolna $ciezke Q € Q. Sciezka Q przecina wszystkie |P'| = k/2 = 24d
Sciezek ze zbioru P’. Dla kazdego i € {1,...,d — 1}, niech e; bedzie pierwsza taka
krawedzia na Sciezce @) idac od X do Y, ze prefiks @); bedacy sktadowa @ — e;
majgcq koniec w X przecina co najmniej 2¢i $ciezek ze zbioru P’ oraz e; nie nalezy
do zadnej $ciezki ze zbioru P. Ponadto niech )y bedzie pustym grafem i Q4 = Q.
Zauwazmy, ze kazde dwa wierzchotki na $ciezce ), ktére nalezg do réznych Sciezek z
P’, sa oddzielone krawedzig nie nalezaca do zadnej Sciezki z P. Stad kazda Sciezka
Q; przecina doktadnie 207 $ciezek ze zbioru P’. Zatem krawedzie e; dziela Sciezke
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@ na d $ciezek Q) = Q; — Q;_1, z ktérych kazda przecina co najmniej 2¢ Sciezek ze
zbioru P’.

Gdybysmy dla ktoérejs krawedzi e; mieli kg_.,(X,Y) > ¢, to korzystajac z zalozenia
indukcyjnego dostaliby$my B, < H — ¢; < H. Zalézmy wiec, ze ky_.,(X,Y) < ¢,
Stad z twierdzenia Mengera dla kazdego i € {1,...,d — 1} istnieje zbiér S; co
najwyzej £ — 1 wierzchotkow separujacych X i Y w H — e;. Zbior ten musi przecinaé
kazda $ciezke ze zbioru Q \ {Q} w dokladnie jednym wierzchotku. Niech ponadto
So = X N (Ugrea V@) \ V(@) 1 54 = ¥ 1 (Ugreo V(@) \ V(Q). Wowezas dia
kazdego i € {1,...,d} mamy [S;_; US;| < 2(l — 1) < 2¢. Skoro Q); przecina co
najmniej 2¢ Sciezek z P’, to mozemy wybraé éciezke P; € P’ przecinajaca @)}, ktora
jest roztaczna z S;_1 U S;. Zauwazmy, ze dla dowolnych ¢ € {1,...,d} oraz Q' € Q',
jedyny wierzchotek przeciecia V(Q') N S;_1 musi leze¢ na @' pomiedzy jej konicem
w X a wszystkimi wierzcholkami przecigcia V(Q') N V(P;) — jest to oczywiste dla
1 =1, a dlai > 2 wynika to z faktu, ze S;_; separuje zbiory X i Y w H —¢; ;.
Analogicznie wnioskujemy, ze jedyny wierzchotek przeciecia V(Q') N'S; musi lezeé¢ na
Q' pomiedzy jej koncem w Y a wszystkimi wierzchotkami przeciecia V(Q') NV (P;).

Dla kazdego i € {1,...,d}, rozwazmy graf na Q', w ktérym Q] i Q% sa polaczone
krawedzia, jesli P; zawiera $ciezke o koncach @) 1 Q% ktora jest poza tym roztaczna
ze Sciezkami w Q'. Skoro P; przecina wszystkie Sciezki ze zbioru @', rozwazany graf
jest spojny, wybierzmy zatem dowolne jego drzewo rozpinajace T;. Otrzymujemy w
ten sposéb d = n?"*2 drzew T, ..., T; na n? elementowym zbiorze Q'. Kazde z tych
drzew zawiera $ciezke na n wierzchotkach lub ma co najmniej n lici. Zatem istnieje
taki podzbidr co najmniej d/2 z tych drzew, ze kazde z nich zawiera Sciezke na n
wierzchotkach lub kazde z nich ma co najmniej n lisci.

Zat6zmy najpierw, ze d/2 sposréd drzew 17, . .., T, zawiera $ciezki na n wierzchotkéw.
W kazdym z tych drzew wyréznijmy dowolng $ciezke na n wierzchotkow. Kazda
z tych $ciezek ma wszystkie wierzchotki w n? elementowym zbiorze Q'. Liczba
réznych $ciezek otrzymanych jest wigc nie wieksza niz (n?)"/2 < (d/2)/n, zatem
ktére$ n z tych drzew bedzie zawieraé te sama Sciezke Q1 Q)5 . .. Q). Suma $ciezek P,
odpowiadajacych tym n drzewom oraz $ciezek @, Q) ... Q! zawiera H,, jako minor,
wiec H, < H.

Teraz zalézmy, ze d/2 sposréd drzew T, ..., Ty ma co najmniej n lisci. Dla kazdego
z nich wybierzmy zbiér n lisci. W ten sposéb mozemy otrzymac co najwyzej (’i) <
n?"/n! < (d/2)/n? réznych zbioréw. Istnieje wiec n* drzew dla ktérych wybrany jest
ten sam zbior lisci {Q, ..., Q. }. W tym przypadku réwniez mozemy otrzymaé B,
jako minor, w taki sposéb, ze kazda $ciezka Q) bedzie odpowiada¢ jednemu wierszowi
kraty, a kazda pionowa krawedz bedzie realizowana w innym poddrzewie T;. 0

8. TWIERDZENIE GALLAI T WEASNOSC ERDOSA-POSY

Klasa grafow C ma wtasnosé Erddsa-Pdsy jedli istnieje funkcja f : N — N taka, ze
dla kazdego grafu G i dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi
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(i) G ma k roztacznych podgraféw izomorficznych do graféw w C, lub
(ii) istnieje podzbiéor X C V(G) taki, ze | X| < f(k) oraz G — X nie ma zadnego
podgrafu izomorficznego z grafem w C.

Twierdzenie Erdésa-Posy implikuje, ze klasa wszystkich cykli ma wlasnosé¢ Erdosa-
Posy. Byto i jest sporo intensywnych badan o tym ktére klasy majg a ktore nie
maja wlasnosci Erdésa-Posy. Rozwazany jest krawedziowy wariant wtasnosci gdzie
usuwamy krawedzie zamiast wierzchotkéw. Kiedy juz wiadomo, ze klasa ma wtasnosé
Erdosa-Pdésy czesto wyzwaniem jest wyznaczenie optymalnej asymptotycznie funkcji
f. Jest tez linia badan w ktorej ogélny kwantyfikator ,.dla kazdego grafu G” ma
ograniczony zasieg do pewnej ustalonej klasy graféw G, tzw. host grafow.

Interesujacy wariant wtasnosci Erdésa-Posy powstaje po zamienieniu relacji bycia
podgrafem na relacje bycia minorem. Dochodzimy w ten sposéb do twierdzenia, ktére
jest jednym z zadan domowych.

Twierdzenie 8.1. Niech H bedzie grafem planarnym. Istnieje taka funkcja f, ze dla
dowolnego grafu G i dla dowolnej liczby catkowitej k > 1

(i) G ma k rozlgcznych podgrafow sposrod ktorych kazdy ma minor izomorficzny z
H lub

(ii) istnieje zbior X C V(G) taki, ze |X| < f(k) oraz G — X nie ma minoru
izomorficznego z H.

Moéwimy, ze graf H' jest H-ekspansjg jesli H < H'. Wtedy, jesli H jest grafem
planarnym a C klasa wszystkich H-ekspansji, to twierdzenie powyzej implikuje, ze
C ma wtasno$é¢ Erdosa-Posy. Okazuje sig, ze grafy H spelniajace powyzsza teze to
doktadnie grafy planarne.

Jesli wezmiemy C = { K5}, to dosé prosto widzimy, ze C ma wlasnosé Erd6sa-Pésy.
Istotnie, jesli najwieksze skojarzenie w pewnym grafie G mam moc k, to wyrzucajac
2k koncow tych krawedzi z G otrzymamy graf bez krawedzi. Rownowaznie, dla
kazdego G i dla dowolnej liczby catkowitej k& > 1 zachodzi alternatywa (i) G ma
k roztacznych krawedzi lub (ii) istnieje zbiér co najwyzej 2k — 2 wierzchotkéw w
G po usunieciu ktorych otrzymujemy graf bez krawedzi. Okazuje sie, ze ta prosta
obserwacja ma ciekawe uogdélnienie do $ciezek ukorzenionych w ustalonym zbiorze.

Niech G bedzie grafem i A C V(G). Sciezka P w G jest A-Sciezkq jesli |V(P)| > 2,
oba konce P lezg w A oraz zaden inny wierzchotek P nie lezy w A. Najwieksza liczbe
parami roztacznych A-Sciezek w G oznaczamy przez v(G, A). W szczegdlnosci wiec
v(G,V(G)) =v(G), gdzie v(G) to wielko$¢ najwiekszego skojarzenia w G.

Twierdzenie 8.2 (Gallai, 1961). Dla kazdej liczby calkowitej k > 1, dla kazdego
grafu G i A C V(G) zachodzi

(i) G zawiera k parami rozlgcznych A-$ciezek lub
(ii) istnieje taki zbior X C V(G), ze | X| < 2k —2 i G — X nie ma A-$ciezksi.
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Zatem istnieje taki zbior X C V(Q), ze | X| < 2v(G,A) i G — X nie ma A-Scieiki.

Gallai tak naprawde podal formule na v(G, A), czyli maksymalng liczbe roztacz-
nych A-Sciezek. Powyzsze twierdzenie jest natychmiastowa konsekwencja tej for-
muty. Dla dowodu twierdzenia Gallai potrzebujemy najpierw wyprowadzi¢ formute
Tutte’a-Berge’a na wielkos¢ najwigkszego skojarzenia w grafie. Zaczniemy jednak od
prostszego wyniku Tutte’a charakteryzujacego grafy ze skojarzeniem doskonatym.

Nieparzysta spojna sktadowa grafu H to spdjna sktadowa H o nieparzystej liczbie
wierzchotkéw. Niech odd(H') oznacza liczbe nieparzystych sp6jnych sktadowych grafu
H.

Twierdzenie 8.3 (Tutte 1947). Dia dowolnego grafu G zachodzi
G ma doskonale skojarzenie <= odd(G —S) < |5]| dla kazdego S C V(G).

Ponizszy dowdd jest w catosci przepisany z ksigzki Diestela.

Dowadd. Implikacja ,=—" jest oczywista. Dla dowodu drugiej implikacji, wezmy graf
G bez doskonalego skojarzenia. Aby pokazac¢, ze prawa strona réwnowaznosci w
tezie nie jest spetniona, wystarczy znalezé zly zbior w G, to jest taki podzbiér S
wierzchotkéw G, dla ktérego odd(G — S) > |S|.

Mozemy zalozy¢, ze G jest krawedziowo maksymalnym grafem bez doskonatego
skojarzenia. Rzeczywiscie, jesli G’ jest grafem otrzymanym z G przez dodanie nowych
krawedzi i S jest zlym zbiorem w G’, to S jest réwniez ztym zbiorem w G: kazda
spojna sktadowa G’ — S jest suma spdjnych sktadowych G — S i kazda nieparzysta
spéjna sktadowa G’ — S musi zawiera¢ co najmniej jedng nieparzysta spojna sktadows
G — S, a wiec odd(G — S) > odd(G" — S) > |9].

Jak wyglada maksymalny krawedziowo graf G bez doskonatego skojarzenia? Gdyby

w G istniat zty podzbior wierzchotkéw S, to z krawedziowej maksymalno$ci wywnio-

skowalibysmy, ze:

(3) wszystkie spojne sktadowe G — S sq klikami oraz kazdy wierzchotek v w S
sgsiaduje z wszystkimi wierzchotkami G — v.

Z drugiej strony, pokazemy, ze jesli zbiér S spehia (3), to albo S, albo zbiér pusty
jest ztym zbiorem w G. Gdyby zbidér S nie byt zly, to mielibysmy odd(G — S) < |S].
Mozemy wiec zbudowadé skojarzenie wysytajac po jednej krawedzi z nieparzystych
komponentow G — S do S i kojarzac ze soba pozostale wierzchotki — o ile G nie ma
nieparzystej liczby wierzchotkéw, w ktérym to przypadku zbior pusty jest zty w G.

Zatem wystarczy wykazaé, ze G ma podzbiér wierzchotkéw spetiajacy (3). Roz-
wazmy zbior S tych wierzchotkéw grafu G, ktore sasiaduja ze wszystkimi innymi
wierzchotkami grafu. Zalézmy, ze S nie spehia (3). Wtedy w ktérejs spéjnej sktado-
wej grafu G — S znajduja sie dwa niesgsiadujace ze soba wierzchotki a i a’. Niech
wierzcholtki a, b, ¢ beda pierwszymi trzema wierzchotkami na najkrotszej Sciezce z a
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do @’ w tym komponencie, wowczas ab, bc € E(G) oraz ac ¢ E(G). Poniewaz b ¢ S
mozemy ustali¢ wierzchotek d w G taki, ze bd ¢ E(G). Z krawedziowej maksymal-
noséci G wiemy, ze G + ac ma doskonate skojarzenie M; oraz G + bd ma doskonale
skojarzenie Ms.

Niech P bedzie maksymalng $ciezkag w G, ktora zaczyna sie od wierzchotka d oraz
incydentnej z nim krawedzi z M; i idzie naprzemiennie po krawedziach z M, i
M. Maksymalnosé tej Sciezki oznacza, ze ostatni wierzchotek na tej Sciezce jest
incydentny z pewna krawedzia w M; lub My ktéra nie jest krawedzia grafu G (czyli
jest jedna z krawedzi ac lub bd). Jesli ostatnia krawedz na $ciezce P jest z M, to
ostatnim wierzchotkiem jest b (bo inaczej mogliby$my kontynuowaé skojarzeniem
Ms w G). W takim przypadku definiujemy C' = P + bd. Jesli ostatnia krawedz na
Sciezce P jest z M,, to ostatnim wierzchotkiem jest pewien koniec v krawedzi ac.
Wtedy definiujemy C' = dPvbd. W obu przypadkach C' jest parzystym cyklem z co
drugg krawedzig w My w ktérym wszystkie krawedzie z wyjatkiem bd sa krawedziami
grafu G. Stad (Mz \ E(C)) U (E(C) \ M) jest doskonalym skojarzeniem w grafie G,
Sprzecznosc. 0

Niech K(H) oznacza zbiér spéjnych sktadowych grafu H.
Twierdzenie 8.4 (formuta Tutte’a-Berge’a 1958). Dia dowolnego grafu G zachodzi

. 1
Y(G) = min, (\U\ 'z Uvmrj)
1

=5 mn (Ul+[V(G)] = odd(G - U)).

Dowdd. Pokazemy najpierw prostsza nieréwnos$é¢ < z tezy. Rozwaz dowolny podzbiér
U C V(G). Kazda krawedZz w G dotyka zbioru U lub jest w pelni zawarta w
komponencie G — U. Poniewaz U dotyka co najwyzej |U| roztacznych krawedzi w G

i kazdy komponent K grafu G — U zawiera co najwyzej E|K |J roztacznych krawedzi
w G otrzymujemy v(G) < |U| + X gexc-u) EW(K)” Zatem nier6wno$¢ < z tezy
zachodzi.

Teze dowodzimy indukcyjnie ze wzgledu na |V(G)|. Przypadek V(G) = 0 jest
oczywisty. Zauwaz, ze mozemy zalozy¢ ze G jest spéjny: rzeczywidcie, w przeciwnym
wypadku aplikujemy zalozenie indukcyjne do komponentéw G.

Zatézmy najpierw, ze istnieje wierzchotek v w G, ktéry jest w kazdym najwickszym
skojarzeniu G. Wtedy v(G — v) = v(G) — 1 1 z zalozenia indukcyjnego dla grafu
G — v istnieje U' C V(G) \ {v} taki, ze

WG-v =1+ Y vl

Kek(G—v—U")

Zatem zbiér U = U’ U {v} dowodzi tezy.
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Zat6zmy zatem, ze nie ma wierzchotka v w G, ktory bytby w kazdym najwigkszym
skojarzeniu G. W tym przypadku wykazemy, ze 2v(G) > |V (G)| — 1, co implikuje
v(G) > E(W(G) - 1|)1 = EW(G)\J W takiej sytuacji U = () bedzie dowodzi¢ teze.

Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze 2v(G) < |V(G)| — 2. A wiec kazde najwigksze
skojarzenie M w GG omija co najmniej dwa rézne wierzchotki u i v. Sposrod takich M,
u i v wybierzmy takie, ze dist(u,v) w G jest jak najmniejsze. Gdyby dist(u,v) =1
to moglibyémy powiekszy¢ skojarzenie M o krawedZ uv co stoi w sprzecznosci z
tym, ze M jest najwieksze w G. Zatem dist(u,v) > 2 i mozemy ustali¢ dowolny
posredni wierzchotek ¢ na najkrotszej Sciezce z u do v w G. Z zalozenia dla tego
przypadku istnieje najwigksze skojarzenie N w G omijajace wierzchotek t. Ustalmy
takie skojarzenie N.

Rozwaz spojna sktadowa P grafu indukowanego przez krawedzie M U N zawierajaca
wierzchotek t. (tatwo zauway¢, ze sktadowa ta jest $ciezka) Poniewaz M i N maja
te sama moc i sg najwicksze w GG wnioskujemy, ze P ma tyle samo krawedzi z M
co z N. Poniewaz M omija u i v, komponent P nie moze pokry¢ jednoczesnie u i
v. Zalézmy zatem, ze P omija u. Wtedy wychodzac ze skojarzenia M i zamieniajac
naprzemiennie krawedzie M krawedziami N wzdluz P otrzymujemy nowe skojarzenie
o tej samej mocy co M, czyli najwieksze w G, ktére omija u i t. Poniewaz, dist(u,t) <
dist(u, v) otrzymaliSmy sprzeczno$¢ z naszym zatozeniem nie wprost. To zamyka
dowdd indukeyjny nieréwnosci > z tezy. 0

Ustalmy graf G i podzbiér wierzchotkéw A C V(G). Skonstruujmy graf G z grafu
G przez dodanie dla kazdego v € V(G — A) jego kopii v/, potaczonej krawedziami z
wierzchotkiem v, wszystkimi sasiadami wierzchotka v w G oraz wszystkimi kopiami
sasiadéw wierzchotka v w G — A, patrz rysunek 17. Graf G nazywamy konstrukejg

Gallai dla G 1 A.

Obserwacja 8.5 (Gallai). Dla dowolnego grafu G oraz zbioru A C V(G) zachodzi

V(G A) = v(G) - [V(G)\ 4].

Dowdd. Skojarzenie N = {vv' | v € V(G) \ A} w grafie G ma moc |V (G)\ 4. Kazda
A-Sciezka v1vs ... v, w G indukuje Sciezke powiekszajaca vivavivivs . .. vg dla skoja-
rzenia N. Ponadto roztaczne A-Sciezki indukuja roztaczne sciezki powigkszajace dla
N, wiec v(G) = |[N| +v(G,A) = |V(G) \ A| + v(G, A).

W druga strone jezeli M jest najwiekszym skojarzeniem w G , to réznica symetryczna
tych $ciezek alternujacych jest co najmniej | M| — | N| Sciezek powiekszajacych dla
skojarzenia N (to znaczy takich, ze pierwsza i ostatnia krawedz sa w M). Kazda
taka Sciezka powigkszajaca indukuje A-Sciezke w G, a roztaczne Sciezki indukuja

roztaczne A-Sciezki. Mamy wiec v(G, A) > |M| — |N| = v(G) — |[V(G) \ A|. O
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RYSUNEK 17. Konstrukcja Gallai grafu G o whasnosci v(G, A) =

v(G) = [V(G)\ A].

Twierdzenie 8.6 (Gallai 1961). Dla dowolnego grafu G oraz dowolnego zbioru
A CV(G) zachodzi

V(G A) = min (|Uy+ 3 E]V(K)H/HJ).

ucv(a) KeK(G-U)

Dowdd. Nier6wno$¢ < wynika z tego, ze dla dowolnego zbioru U C V(G) kazda
A-$ciezka przecina zbiér U lub ma oba konce w jednym z komponentéw G — U.

Dla dowodu réwnoéci, niech ¢ = mingcy (|U] + Y kexc-v) { [V(K)N A|J> Roz-
wazmy konstrukcje Gallai G dla grafu G i zbioru A. Pokazemy, ze G ma skojarzenie
wielkosci co najmniej p + [V(G) \ A|. Wykorzystujac formule Tutte’a-Berge’a (twier-
dzenie 8.4) dla G wystarczy pokazaé, ze dla kazdego U C V(G) zachodzi

8 O+ X [Vl 2 e v@n Al

KeK(G-U)

Jezeli dla ktéregos v € V(G) \ A dokladnie jeden z wierzchotkéw v i v/ nalezy do U,
to mozemy usung¢ ten wierzcholek z U nie zwiekszajac wyrazenia po lewej stronie
nieréwnosci (4). Jest tak, gdyz skoro v i v/ majg to samo domkniete sgsiedztwo w G,
to doktadnie jedna spéjna sktadowa G — U wzroénie o dokladnie 1.

Mozemy wige zatozy¢, ze dla kazdego v € V(G) \ A, albo {v,v'} C U, albo {v,v'} N
U =0. Zdeﬁniujmy U=UnNV(G). Woéwczas kazda sktadowa K grafu G — U jest
postaci K NG dla pewnej sktadowej K grafu G — U. Stad (TODO: rozpisaé ostatnia



44 P. MICEK I M. SEWERYN
réwnosé ponizej.)

O+ X [gv@I| =l Ve X [vEnal
KeK(G-U) Kek(G-U)
> i+ V(G) \ Al

To dowodzi nieréwnosé (4).

Zatem w grafie G istnieje skojarzenie o mocy 1+ |V(G)\ Al. Stad na mocy obserwa-
cji 8.5 w grafie G istnieje p roztacznych A-Sciezek. 0

Tak jak zapowiadaliémy, wlasno$é Erddsa-Pésy A-Sciezek jest konsekwencja twier-
dzenia 8.6.

Dowdd twierdzenia 8.2. Jedli k < v(G, A), to oczywiscie G zawiera k roztacznych
A-§ciezek a wigc warunek (i) jest spetniony. Jedli k > v(G, A), to rozwazmy zbior
U C V(G) éwiadczacy v(G, A) = |U| + Xgexc-u) E]V(K) ﬂA]J. Wtedy niech
X bedzie suma zbioru U i zbioréw wszystkich wierzchotkéw z A N V(K) poza
jednym, dla kazdego komponentu K € K(G — U). Latwo widaé, ze | X| < |U|+2 -
Y KeK(G-U) E\V(K) N A|J < 2v(G, A) < 2(k—1) oraz ze G—X nie ma A-Sciezki. [

Przedstawimy teraz inny, krotszy argument dowodzacy twierdzenia 8.2 tylko z
gorszym ograniczeniem na moc zbioru |X|—zamiast | X| < 2k — 2 otrzymamy
| X| < 4k. W szczegdlnosei argument nie bedzie oparty na formule Tutte’a-Berge’a.
Idea argumentu, nazywana technikg ramki, jest dos¢ elastyczna i mozna probowac ja
dopasowywacé do innych probleméw. Pokazemy to dowodzac wtasnosé Erdosa-Pésy
dla parzystych A-Sciezek.

Lemat 8.7. KazZde drzewo o maksymalnym stopniu co najwyzej 3 oraz p lisciach

zawiera |5 | parami rozlgcznych scieiek pomiedzy lisémi.

Dowdod. Niech T bedzie drzewem jak w wypowiedzi. Jesli T' ma co najwyzej 3 liscie
to teza jest oczywista. Zatézmy, ze T' ma co najmniej 4 liScie. Po skontraktowaniu
kazdego wierzchotka stopnia 2 do jednego z jego sasiadéw, mozemy zatozy¢, ze w T’
nie ma wierzchotkéw o stopniu 2. Ukorzeniamy drzewo T' w dowolnym wierzchotku.
Wybieramy wierzchotek ¢ stopnia 3 w 7" o maksymalnej odlegtosci od korzenia. Dwdch
z trzech sasiadow ¢ jest liscmi, powiedzmy ze sg to liScie a; i as. Usuwamy Sciezke
aitas z rozwazanego drzewa. Zauwaz, ze nowe drzewo ma ten sam zbidr lidci co stare
drzewo. Indukcyjnie dla nowego drzewa mamy {%J Sciezek, ktore wraz ze Sciezka
aitas dowodza tezy. O

Dowéd twierdzenia 8.2 dla | X| < 4k. Niech F' C G bedzie maksymalnym na inkluzje
lasem o nastepujacych wtasnosciach, patrz rysunek 8:

(i) maksymalny stopienn wierzchotka w F' wynosi co najwyzej 3 i F' nie ma wierz-
chotkéw izolowanych,
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(i) kazdy lis¢ lasu F' lezy w A i kazdy wierzcholek ze zbioru AN V/(F) jest lisciem
F.

RyYSUNEK 18. Las F' i wybrany podzbior X C V(F').

Niech ¢ bedzie liczbg spéjnych sktadowych lasu F. Jesli |[ANV(F)| > 2k + ¢, to
aplikujac lemat 8.7 otrzymujemy k roztacznych A-$ciezek. Jedli zas |[ANV (F)| < 2k+c,
to wybieramy

X=ANV(F)U{veV(F)| stopien v w F réwny jest 3} .

W kazdym drzewie o stopniu maksymalnym < 3 wiemy, ze liczba wierzchotkéw o
stopniu 3 jest rowna liczbie lisci odja¢ 2. Zatem

X| = |ANV(F)| + |[ANV(F)| — 2 < 4k.

Twierdzimy, ze X przecina kazda A-Sciezke w G. Dla dowodu nie wprost niech P
bedzie A-Sciezkg omijajaca X, o koncach aq,as € A. Poniewaz, wszystkie liscie F'
sa w X wnioskujemy, ze ay,ay & V(F'). Jesli P jest roztaczne z F to F'U P byltby
lasem przeczacym maksymalnosci wyboru F'. Zatem P przecina F' i niech v bedzie
pierwszym wierzchotkiem na P od strony aq, ktéry jest w V(F). Z whasnosci F
wiemy, ze v ma stopien 2 lub 3 w F'. Jesli v ma stopien 3 w F, to X przecina P,
sprzeczno$é. Jesli v ma stopien 2 w F, to F' U Play,v] przeczy maksymalnosci F,
sprzecznose. 0

Tak jak zapowiadaliSmy pokazemy jeszcze argument z technika ramki tym razem
dowodzgc, ze parzyste A-Sciezki majg wlasnos¢ Erdosa-Posy.

Twierdzenie 8.8. Dla kazdej liczby calkowitej k > 1, dla kazdego grafu G i A C V(G)
zachodzi

(i) G zawiera k parami roztgcznych parzystych A-sciezek lub
(ii) istnieje taki zbior X C V(G), ze | X| < 10k i G— X nie ma A-Sciezki o parzystej
liczbie krawedzi.

Dowdd. Niech ' C G bedzie maksymalnym na inkluzje lasem o nastepujacych
wlasnosciach:

(i) maksymalny stopienn wierzchotka w F' wynosi co najwyzej 3 i F' nie ma wierz-
chotkéw izolowanych,
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(i) kazdy lis¢ lasu F' lezy w A i kazdy wierzcholek ze zbioru ANV (F) jest lisciem
F,
(iii) kazdy komponent F' zawiera parzysta A-Sciezke.

Niech ¢ bedzie liczba spdjnych sktadowych lasu F. Jesli F' zawiera co najmniej k
komponentéw to z warunku (iii), mamy k roztacznych parzystych A-$ciezek. Zatézmy
wiec, ze ¢ < k.

Rozwazmy najpierw, ze |A NV (F)| > 4k + 2c. Niech T bedzie komponentem F.
Drzewo T jest w szczegdlnosci grafem dwudzielnym i mozemy poprawnie pokolorowaé
jego wiezchotki dwoma kolorami. Takie kolorowanie rozbija nam zbiér lisci AN V(T)
drzewa T na dwa podzbiory Ar; i Ars. Powiedzmy, ze |Az1| > |Arz|. Zauwaz, ze
kazda Ari-sciezka w T jest parzysta. Zaczynajac od drzewa T' usuwamy iteracyjnie
lidcie drzewa spoza Ar; az do momentu gdy uzyskane drzewo ma wszystkie lidcie

w Arp,. Zauwaz, ze otrzymane drzewo wcigz ma maksymalny stopien co najwyzej

| A7 1]

3, zatem z lematu 8.7 dostajemy { 5

rowniez, ze

J roztacznych parzystych A-Sciezek. Zauwaz

|Ar | < ANV (T)| S ANV (T)| 1
a8 = = )
2 4 4 2
Zatem liczba roztacznych parzystych A-$ciezek otrzymanych $ciezek z wszystkich
komponentow T lasu F' wynosi co najmniej

Z|AmV(T)| _L_ANVR) e 4kt o
g 2 1 1 2

[\

Zalézmy teraz, ze |ANV(F)| < 4k + 2c. Wybieramy
X=ANV(F)U{v e V(F)| stopien v w F réwny jest 3} .

Jeszcze raz, w kazdym drzewie o stopniu maksymalnym < 3 wiemy, ze liczba
wierzchotkéw o stopniu 3 jest rowna liczbie lisci odja¢ 2. Zatem

I X|=[ANV(F)|+|ANV(F)| = 2c < 8k + 2¢ < 10k.

Twierdzimy, ze X przecina kazda parzysta A-Sciezke w GG. Dla dowodu nie wprost
niech P bedzie A-Sciezkag omijajaca X, o koncach ay,ay € A. Poniewaz, wszystkie
lidcie F' sa w X wnioskujemy, ze a1, ay ¢ V(F'). Jedli P jest roztaczne z F to F'U P
bytby lasem przeczacym maksymalnosci wyboru F. Zatem P przecina F' i niech v
bedzie pierwszym wierzchotkiem na P od strony ay, ktéry jest w V(F'). Z wlasnosci
F wiemy, ze v ma stopien 2 lub 3 w F'. Jesli v ma stopien 3 w F', to X przecina
P, sprzeczno$é. Jesli v ma stopiei 2 w F', to F'U Play,v] przeczy maksymalnosci F,
Sprzecznosc. [l

Twerdzenie Erdosa-Pésy takze mozna udowodni¢ przy pomocy techniki ramki. My
jednak na zakonczenie tego rozdziatu prezentujemy nowy dowéd (opublikowany w
2020) uzywajacy lematu o pakowaniu kul (lemat 3.11).

Lemat 8.9. Niech k bedzie nieujemnq liczbg catkowitq i niech G bedzie grafem o
minimalnym stopniu §(G) = 3k. Wowczas G zawiera k wierzchotkowo rozlgcznych
cykli.
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Dowdd. Lemat dowodzimy indukcyjnie wzgledem k. Teza jest oczywiscie prawdziwa
dla k = 0. Zatézmy wiec k > 1. Skoro minimalny stopien w G wynosi co najmniej
3, G nie jest lasem. Niech C' bedzie najkrétszym cyklem w G. Kazdy wierzchotek z
V(G)\V(C) sasiaduje z co najwyzej 3 wierzchotkami na cyklu C, gdyz w przeciwnym
razie istniatby cykl krétszy niz C'. Stad minimalny stopien w grafie G — V(C') wynosi
co najmniej 3(k — 1), czyli z zalozenia indukcyjnego w G — V(C') istnieje rodzina
k — 1 wierzchotkowo roztacznych cykli. Dodajac do tej rodziny cykl C' otrzymujemy
k wierzchotkowo roztacznych cykli. 0

Twierdzenie 8.10 (Erddés-Pésa; jeszcze raz). Dla kaidego grafu G oraz kazdej
dodatniej liczby catkowitej k zachodzi:

(i) G ma k rozlgcznych cykli, lub
(ii) istnieje podzbior X C V(QG) taki, ze |X| < k- (8[logy(k)] + 2) oraz G — X nie
ma Zadnych cykli.

Dowdéd. Twierdzenie dowodzimy indukcyjnie wzgledem |V (G)|. Baza indukcji
|[V(G)| = 0 jest oczywiscie prawdziwa dla kazdego k. Zalézmy wiec, ze |V (G)| > 1.
Twierdzenie jest prawdziwe gdy k = 1, zatézmy wiec rowniez k£ > 2. Rozwazamy dwa
przypadki w zaleznosci od dtugosci najkrétszego cyklu w G.

Zalézmy najpierw, ze G zawiera cykl C' o dlugosci co najwyzej 8[log, (k)| + 2.
Wéwezas na mocy zatozenia indukcyjnego, w grafie G — V(C) istnieje rodzina k — 1
wierzchotkowo roztacznych cykli lub taki zbiér X’ o mocy co najwyzej (k — 1) -
(8[logy(k — 1)] +2), ze graf (G — V(C)) — X' nie ma zadnych cykli. W pierwszym
przypadku dodajac cykl C' do tej rodziny cykli otrzymujemy rodzine k roztacznych
cykli. W drugim przypadku teza jest spetniona przez zbiér X = X' UV (C), gdyz

X[ = X"+ V(O]
< (k—1) - (8[logy(k — 1)] +2) + (8[logy (k)] +2)
< k- (8logy (k)] +2).

To konczy dow6d w przypadku gdy G ma cykl dlugosci co najwyzej 8[log, (k)] + 2.

Teraz zatdézmy ze najkrotszy cykl w G ma dhugo$é co najmniej 8[log, (k)| + 3. Jezeli
graf G zawiera wierzchotek v o stopniu 1, to zaden cykl nie zawiera v, wiec wystarczy
skorzysta¢ z zatozenia indukcyjnego dla G — v. Podobnie, jezeli pewien wierzchotek v
grafu G ma stopien 2, to wystarczy skorzystaé z zalozenia indukcyjnego dla grafu G/e,
gdzie e jest dowolng krawedzia incydentna z v (korzystamy z faktu, ze najkrétszy
cykl w G ma dtugosé wigksza niz 3). Mozemy wiec zalozy¢, ze minimalny stopien
grafu G wynosi co najmniej 3. Korzystajac z lematu 3.11, wnioskujemy, ze G ma
minor o minimalnym stopniu co najmniej 3 - 2M°&2(®)1 > 3% Ten minor posiada k
roztacznych cykli z lematu 8.9. Zatem graf G réwniez musi posiadac¢ k roztacznych
cykli. To konczy dowod indukcyjny. 0
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9. PROBLEM PLANAR VERTEX DELETION: TECHNIKA NIEISTOTNEGO
WIERZCHOLKA

Ten rozdzial opiera sie na materiale z ksigzki Parametrized complexity. Opiszemy
tutaj technike dowodowa stosujaca twierdzenie o kracie znang jako technika nie-
istotnego wierzchotka (ang. irrelevant vertex technique). Pionierami tej techniki sa
Robertson i Seymour, ktérzy rozwiagzali w ten sposéb problem VERTEX DISJOINT
PAatnas. W tym problemie na wejsciu podany jest graf GG, liczba naturalna k oraz
k par wierzchotkow (s1,t1), ..., (S, tx) 1 zadaniem jest rozstrzygnaé czy istnieje k
roztacznych wierzchotkowo Sciezek w G taczacych podane pary wierzchotkéow. Rozwia-
zanie tego problemu zostato przedstawione w jednej z prac w serii Graph Minors tych
autoréw i jest trzonem wielomianowego algorytmu rozstrzygajacego dla ustalonego
grafu H czy podany na wejéciu graf G zawiera H jako minor. My przedstawimy
technike nieistotnego wierzchotka na mozliwie najprostszym przyktadzie.

W problemie PLANAR VERTEX DELETION dostajemy na wejsciu graf G' oraz liczbe
naturalng k. Naszym zadaniem jest rozstrzygnac na pytanie czy istnieje taki podzbioér
wierzchotkéw D grafu G o mocy co najwyzej k, ze G — D jest planarny. Przedstawimy
dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9.1. Problem PLANAR VERTEX DELETION jest rozwigzywalny w
czasie f(k) -nCW.

Nim przejdziemy do techniki motywujacej ten rozdzial musimy opisa¢ wstepna dosé
standardowg redukcje w projektowaniu algorytmow FPT.

9.1. Iteracyjna kompresja. Zamiast opisywa¢ ogblng strategie metody iteracyjnej
kompresji przedstawimy dwa przyktady jej zastosowania. Nastepnie uzyjemy jej by
zredukowa¢ nasz docelowy problem PLANAR VERTEX DELETION.

Dla grafu G podzbiér Z wierzchotkéw G jest pokryciem wierzchotkowym jesli kazda
krawedz w G jest incydentna z wierzchotkiem w Z. W problemie VERTEX COVER
na wejéciu otrzymujemy pare (G, k), gdzie G jest grafem a k jest liczba naturalna.
Naszym zadaniem jest odpowiedzie¢ czy istnieje pokrycie wierzchotkowe G o wielkosSci
co najwyzej k.

Rozwazmy nastepujaca probe rozwigzania problemu VERTEX COVER. Wygenerujmy
zachtannie maksymalne (na zawieranie) skojarzenie w G. Oczywiscie zbiér Z konicoéw
krawedzi takiego skojarzenia jest pokryciem wierzchotkowym. Do tego jesli |Z| > 2k
to stwierdzamy, ze (G, k) jest nie-instancja. Zalézmy zatem, ze |Z| < 2k. Teraz
rozgateziamy proces zgadujac jakie jest przeciecie optymalnego pokrycia wierzchot-
kowego X ze zbiorem Z. Ustalmy wigc, ze Xz C Z i bedziemy teraz szuka¢ pokrycia
wierzchotkowego X grafu G takiego, ze | X| < k oraz Xz = XNZ. Niech W = Z\ X.
Jesli G[W] zawiera krawedz, to natychmiast wiemy, ze dla tak wybranego X nie
istnieje szukany X. Przyjmijmy zatem, ze G[W]| nie ma krawedzi. Zauwazmy, ze
dowolne pokrycie wierzchotkowe X grafu G takie, ze X N Z = Xz, musi zawie-
ra¢ Xz U Ng(W). Skoro Z jest pokryciem wierzchotkowym G wiemy jednak, ze
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Xz U Ng(W) jest pokryciem wierzchotkowym. A zatem, jesli dla pewnego wyboru
Xz € Zmamy | XzUNg(W)| < k, to mozemy zwrdci¢ rozwiazanie X := X, UNg(W)
a w przeciwnym wypadku stwierdzamy, ze (G, k) jest nie-instancja. OtrzymaliSmy
algorytm rozwigzujacy problem VERTEX COVER w czasie 2/41n@0) < 4kn00),

W opisie algorytmu w poprzednim paragrafie rozwazaliSmy dos¢ trywialny problem
DisjoINT VERTEX COVER w ktérym na wejsciu mamy graf G — X, oraz pokrycie
wierzchotkowe W grafu G — Xz i w ktorym naszym zadaniem jest stwierdzi¢ czy
istnieje (i zwroci¢) pokrycie wierzchotkowe G — Xz rozmiaru co najwyzej k — | Xz
catkowicie roztaczne z W.

W przedstawionym algorytmie korzystamy z faktu, ze umiemy znalezé aproksy-
mowacje optymalnego rozwigzania problemu. Podamy teraz alternatywna metode
rozwiazania problemu VERTEX COVER, ktoéra nie korzysta z aproksymacji. Metoda
ta znana jako iteracyjna kompresja przyda nam sie w konstrukecji bardziej ztozonych
algorytmow FPT.

Rozwazmy dowolne uporzadkowanie wierzchotkéw (vy,...,v,) grafu G. Niech G;
bedzie grafem indukowanym przez pierwsze i wierzchotkéw t.j. G; = G[{vy,...,v;}].
Zaczniemy iteracje dlai = 11 wezmy X; = {v;}. Wtedy oczywiscie X jest pokryciem
GG1 o mocy co najwyzej k. Zalézmy teraz, ze dla ¢ > 1 skonstruowaliSmy juz X,
pokrycie wierzchotkowe G; o mocy co najwyzej k. Wtedy wykonujemy nastepujacy
krok iteracji. Rozwaz zbiér Z; 11 = X;U{v;1}, ktéry jest pokryciem wierzchotkowym
Git1. Jedli | Z; 1] < k, to konezymy krok i ustalamy X;.; = Z;,;. W przeciwnym
przypadku mamy |Z;.1| = k+1 i przechodzimy do ,kompresji” rozwiazania. Stosujac
to samo rozumowanie co we wezedhiejszym rozwigzaniu rozgateziamy sie 2141l =
281 razy i rozwigzujemy dokladnie tyle instancji problemu DISJOINT VERTEX
COVER. Wszystko to robimy w czasie 28100 i w efekcie otrzymujemy pokrycie
wierzchotkowe X1 grafu G, lub stwierdzamy, ze G;;1 (a zatem réwniez GG) nie ma
pokrycia o mocy co najwyzej k. Jesli X, si¢ znalazt, to przechodzimy do nastepnego
kroku iteracji. W efekcie zaprojektowaliSmy algorytm rozwigzujacy problem VERTEX
COVER w czasie 2FnO0),

Drugim przyktadem uzycia iteracyjnej kompresji bedzie rozwigzanie problemu FE-
EDBACK VERTEX SET. Zbior wierzchotkéw w grafie G rozrywa cykle G jesli G — X
nie zawiera cyklu (jest lasem). Na wejéciu w problemie FEEDBACK VERTEX SET
otrzymujemy graf G oraz liczbe catkowita k a naszym zadaniem jest stwierdzi¢ czy
istnieje podzbiér co najwyzej k wierzchotkéw X rozrywajacy cykle G.

Rozwazmy dowolne uporzadkowanie (vq,...,v,) wierzchotkéw grafu G Niech G;
bedzie grafem indukowanym przez pierwsze i wierzchotkéw t.j. G[{vy,...,v;}]|. Za-
czniemy iteracje dla i = 1 i wezmy X; = {v;}. Wtedy oczywiscie X rozrywa cykle
(G1 i jest mocy co najwyzej k. Zatézmy teraz, ze dla ¢ > 1 skonstruowalidémy juz
zbior X; taki, X; rozrywa cykle G; i | X;| < k. Wtedy wykonujemy nastepujacy krok
iteracji. Rozwaz zbior Z; 11 = X; U {v;41}. Oczywiscie X, 1 rozrywa cykle G;yq. Jesli
|Zii1| < k, to koficzymy krok i ustalamy X; ;1 = Z;11. W przeciwnym przypadku
mamy |Z;,1| = k+ 1 i przechodzimy do ,kompresji” rozwiazania. Rozgaleziamy sie
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ol%it1l = 2F+1 razy i zgadujemy podzbiér Xz C Z;,1. Wtedy szukamy podzbioru X
rozrywajacego cykle G, takiego, ze X N Z; 11 = Xz oraz | X| < k.

Pragniemy rozwiaza¢ problem DI1SJOINT FEEDBACK VERTEX SET ktérego instancja
jest trojka (G, W, k'), gdzie G jest grafem a W podzbiorem wierzchotkéw rozrywaja-
cym cykle G. Naszym zadaniem jest znalezé zbiér X C V(G) \ W rozrywajacy cykle
G taki ze | X| < K lub stwierdzié, ze taki zbiér X nie istnieje. Dodatkowa wtasnoscia
poczatkowych instancji bedzie, ze |W| < k' 4+ 1. Przyjmijmy na chwile, ze umiemy
rozwigza¢ DISJOINT FEEDBACK VERTEX SET w czasie g(k') - n®1). Wtedy czas
potrzebny na rozwigzanie wszystkich rozgalezien w naszym algorytmie wynosi co

najwyzej
k
k+1
Z < + >g(l€ —i)n°W,
i=0 \ !
W szczegdlnodci, jedli (k') < a¥' to przeprowadzimy kompresje w czasie (1+a)*-n®0),

Rozwazmy zatem istancje (G, W, k) problemu DISJOINT FEEDBACK VERTEX SET.
Niech H = G — W. Przerowadzimy kilka prostych redukeji upraszczajacych instancje
problemu.

Redukcja (1

)
Redukcja (2). Jesli istnieje wierzchotek v w H taki, ze G[W U {v}] zawiera cykl, to
dodaj v do (globalnego) rozwiazania i rozwiaz instancje (G — v, W, k — 1).

Jesli G ma wierzchotek stopnia 1, to usun taki wierzchotek z G.

Redukcja (3). Jesli istnieje wierzchotek v w H o stopniu 2 w G taki, ze co najmniej
jeden sasiad v jest w V(H), to usun v i polacz nowa krawedzia jego sasiadéw (nawet
jesli juz sasiadowali ze soba; zatem pracujemy z multigrafami).

Teraz opiszemy jak rozwiagzaé¢ instancje (G, W, k) problemu DISJOINT FEEDBACK
VERTEX SET w czasie 4F - n®M. Jedli G[W] zawiera cykl, to (G, W, k) jest nie-
instancja. Zakladamy wiec, ze G[W] jest lasem. Aplikujemy trzy opisane redukcje
do naszej instancji dop6ki mozemy. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze (G, W, k) to
otrzymana instancja po redukcjach. Jesli k& < 0, to (G, W, k) jest nie-instancja.
Zaktadamy wiec, ze k > 0.

Przypominamy, ze H = G — W jest lasem (bo W rozrywa cykle 7). Jesli H nie ma
wierzchotkéw, to (G, W, k) jest tak-instancja. Przyjmijmy, ze las H jest niepusty i
rozwazmy dowolny 1is¢ x w H. Wierzchotek x musi mie¢ co najmniej dwu sasiadow
w W, gdyz w przeciwnym wypadku mogliby$Smy zastosowaé redukcje (1) lub (3).
Sasiedzi x w W muszg leze¢ w réznych spéjnych skatdowych H, gdyz w przeciwnym
wypadku moglibyémy zastosowaé redukcje (2). Teraz rozgaleziamy sie i zgadujemy
sie czy x nalezy do rozwiazania czy tez nie. Rozwigzujemy wigc dwie nowe instancje
problemu (G — z, W,k — 1) oraz (G,W U {z}, k). Jesli jedna z tych instancji jest
tak-instancja, to (G, W, k) jest tak-instancja. Jesli obie instancje sa nie-instancjami,
to (G, W, k) jest nie-instancja.

Pozostaje oszacowaé ztozono$é czasowa rozwiazania. Dla instancji I = (G, W, k)
definiujemy miare

wu(I) = k + # spojnych sktadowych grafu G[IV]



STRUKTURALNA TEORIA GRAFOW 51

Zauwaz, ze aplikacja redukcji nie zwigksza miary instancji. Co si¢ dzieje z miara
instancji gdy sie rozgaleziamy? Miara (G — z, W, k — 1) jest o jeden mniejsza gdyz
liczba komponentéw si¢ nie zmienita a parametr spadt z k do k — 1. Zas miara
(G,W U{x}, k) rowniez sie zmniejszyta gdyz G[W U {z}] ma co najmmniej jedna
spdjna sktadowa mniej niz G[W] (bo z sasiaduje z co najmniej dwoma sktadowymi
G[W]). To oznacza, ze ztozono$é czasowa rozwigzania to 240 . n©1),

Poniewaz poczatkowa instacja (G, W, k) ma wlasnosé, ze |W| < k + 1, rozwigzanie
dziata w czasie ograniczonym przez 2%F+1 . nOM) = gk . nO0)

Przeprowadzajac iteracyjna kompresje (n krokéw) otrzymujemy algorytm rozwiazu-
jacy problem FEEDBACK VERTEX SET w czasie 5 - n®W).

9.2. Programowanie dynamiczne na dekompozycji drzewiastej. W tej pod-
sekcji pokazemy, ze dla ustalonej liczby w, istnieje liniowy algorytm rozwiazujacy
problem DISJOINT PLANAR VERTEX DELETION na grafach o szerokosci drzewiaste;j
co najwyzej w. Jest to szczegdlny przypadek meta-twierdzenia Courcelle’a.

Twierdzenie 9.2. Kazda wlasnosé opisywalna w monadycznej logice drugiego rzedu
(MSO) jest rozstrzygalna w czasie liniowym na grafach o stalej szerokoSci drzewiastej.

Monadyczna logika drugiego rzedu jest uogdlnieniem logiki pierwszego rzedu. W logice
pierwszego rzedu, formuly tworzymy za pomoca zmiennych x, y, z, ...odnoszacych
sie do wierzchotkéw grafu, binarnych predykatéw = oraz adj oznaczajacych rownosé
i relacje sasiedztwa wierzchotkéw, spojnikéw logicznych oraz kwantyfikatorow. Przy-
ktadowo, istnienie wierzchotka sasiadujacego ze wszystkimi innymi wierzchotkami
grafu moze by¢ opisane za pomocg formuty

JxVy.(y = x V adj(z,y)).

Monadyczna logika drugiego rzedu dodaje zmienne odnoszace sie do zbioréow wierz-
chotkéw oraz binarny predykat €. Przyktadowo spdjnoéé¢ grafu moze by¢ opisana za
pomocg formuty

VS((Fz.x € S)AN (Jy.my € 5)) = Jz.Jy.x € SA-y € SAadj(x,y).

Dla kazdego grafu H, wtasno$¢ posiadania H-minoru mozna opisa¢ za pomocs
formuty w MSO. W szczegolnosci wlasno$é¢ planarnosci mozna opisaé formutg mona-
dyczna. Poniewaz czeScia instancji (G, W, k) problemu D1SJOINT PLANAR VERTEX
DELETION jest podzbiér W wierzchotkéow grafu G formuta monadyczna opisujaca
czy (G, W, k) jest tak-instancja czy nie-instancja potrzebuje dodatkowego unarnego
predykatu (opisujacego czy wierzchotek jest w W). Na szczeScie meta-twierdzenie
Courcelle’a pozsotaje prawdziwe przy rozszerzeniu logiki o taki unarny predykat.

Jednak zamiast dowodzi¢ abstrakcyjne meta-twierdzenie, naszkicujemy jak zapro-
jektowa¢ dynamika rozwigzujacego wprost problem DISJOINT PLANAR VERTEX
DELETION na grafach o ograniczonej szerokosci drzewiastej. Konkretniej, skonstru-
ujemy algorytm, ktéry dla instancji (G, W, k) problemu DISJOINT PLANAR VERTEX
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DELETION oraz dla dekompozycji drzewiastej grafu G majacej szeroko$¢ ograniczona
przez stata w, w czasie liniowym znajdzie taki zbiér wierzchotkéw X rozltaczny z W
o mocy co najwyzej k, ze G — X jest planarny, lub stwierdzi ze taki X nie istnieje.

W pierwszym kroku algorytm zmodyfikuje nieco dekompozycje drzewiasta. W efekcie
dostaniemy taka dekompozycje drzewiasta (7', B) o szerokosci co najwyzej w, ze T
jest ukorzenionym drzewem w ktérym kazdy wezet ma co najwyzej dwoje dzieci oraz

(i) By = 0 gdy t jest korzeniem lub lisciem drzewa T}
(ii) jesli wezet t ma dwoje dzieci ty i to, to By = By, = Byy;
(iii) jesli wezel t ma jedno dziecko t;, to albo By C By, i |By,| = |By| + 1, albo
By, C By i |By| = |By,| + 1.

Teraz zdefiniujemy podproblem dla programowania dynamicznego. Ostatecznie inte-
resuje nas, czy da sie usunaé co najwyzej k wierzchotkéw z catego grafu tak, zeby graf
byt planarny, czyli nie zawierat K3 3- ani Ks-minoru. W podproblemie programowania
dynamicznego dla ustalonego wezta ¢ dekompozycji drzewiastej bedziemy wyznaczac
w pewnym sensie wszystkie mozliwe modele matych grafow, ktore mozemy otrzymac
kontraktujac wierzchotki w G; do grafu na wierzchotkach w B;. Bedziemy trzymac
wszystkie mozliwosci dla kazdego wariantu wyboru usuwanego zbioru X, t.j. dla
kazdej mozliwosci przecigcia X N By oraz kazdej wielkosci | X| € {0, ..., k}.

Przejdziemy teraz do precyzyjniejszego opisu podproblemu. Ustalmy instancje
(G, W, k) problemu DISJOINT PLANAR VERTEX DELETION oraz dekompozycje
drzewiasta (T, B) grafu G. Zakladamy, ze drzewo T jest ukorzenione i dla kazdego
wezta t, przez G; oznaczamy podgraf grafu G indukowany przez worki wszystkich
weztow poddrzewa ukorzenionego w ¢t. Podproblemem dla wezta t bedzie wyznaczenie
wszystkich takich tréjek (¢, A, H), gdzie 0 < ¢ < ki A C By, ze istnieje taki podzbiér
X CV(Gy) \ W omocy ¢, ze X N By = AiH jest opisem wszystkich matych
graféw jakie mozna otrzymaé kontraktujac graf G; — X do zbioru B; \ X. Konkret-
niej, H jest rodzing wszystkich takich par (H, f), gdzie H jest grafem na zbiorze
V(H) C{1,...,w+ T}, a f jest funkcja przypisujaca wierzchotkom H podzbiory
zbioru By, dla ktorych istnieje model ¢ grafu H w Gy — X, ze V(¢(i)) N B, = f(i) dla
kazdego i € V(H) oraz istnieje co najwyzej 6 wierzchotkéw ¢ € V(H), ze f(i) = 0.
Gdyby udalo sie rozwigzaé tak zdefiniowany podproblem dla wszystkich weztéw,
to rozwigzanie sprowadza si¢ do stwierdzenia, czy w rozwigzaniu dla korzenia jest
taka trojka (¢, A,H), ze H nie zawiera zadnej pary postaci (K33, f) ani (K5, f).
Potencjalnie liczba tréjek (¢, A, H) moze wydawaé sie bardzo duza, ale mozemy ja
ograniczy¢ przez

(w;7) _(2w+1)w+7

(k+1)'2w+1'22 ’

co jest stata, jesli ki w sg state.

Teraz pozostaje przekonac si¢, ze mozemy policzy¢ podproblem dla wezta na podstawie
rozwigzan podproblemow dla jego dzieci. . .
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9.3. Nieistotny wierzcholek. Niech G bedzie grafem a C' cyklem w G. C-mostem
w grafie G nazywamy podgraf ktory albo jest Sciezka dhugosci 1 migdzy dwoma
niesgsiadujacymi wierzchotkami cyklu C', albo podgrafem otrzymanym ze spdjnej
sktadowej grafu G — C przez dodanie wszystkich krawedzi taczacych te sktadowsg
z cyklem C' (razem z ich koncami w C'). Graf nachodzenia O(G, C) to graf ktérego
wierzchotkami sa wszytkie C-mosty, w ktérym dwa C-mosty B; i Bs sa potaczone
krawedzia kiedy zachodzi ktérys z warunkow:

(i) [V(B1) NV (By)| = 3 lub
(ii) na cyklu C leza rézne wierzchotki a, b, ¢, d (w tej kolejnosci cyklicznej) takie,

ze {a,¢} CV(B))i{b,d} CV(B,).

Twierdzenie 9.3. Niech C' bedzie cyklem w grafie G. Wowczas G jest planarny
wtedy i tylko wtedy gdy (i) dla kazdego C-mostu B graf C' U B jest planarny i (ii)
graf O(G,C) jest dwudzielny.

Niech u i v bedg dwoma réznymi wierzchotkami grafu G. Podzbiér wierzchotkow X
jest (u,v)-separatorem jesli {u,v} N X = () ale kazda $ciezka z u do v przecina X.
Spéjna sktadows grafu G — X zawierajaca u nazywamy u-skladowq a jej zbiér wierz-
chotkéw oznaczamy przez R(u, X). Analogicznie definiujemy v-sktadowa. Méwimy,
ze (u,v)-separator jest spojny jesli G[X] jest spdjny, oraz cykliczny jesli G[X| ma
cykl Hamiltona.

Lemat 9.4. Niech G bedzie spojnym grafem, niech u i v bedg jego rézinymi wierz-
chotkami. Niech X, i Xy bedg dwoma rozlgcznymi (u,v)-separatorami i miech

R; = R(v, X;) dla i € {1,2}. Wowczas albo Ry U X7 C Rs, albo Ry U X5 C Ry.

Dowdd. O

Niech (G, k) bedzie instancja problemu PLANAR VERTEX DELETION. Wierzchotek
v € V(G) nazywamy nieistotnym wierzchotkiem jesli dla kazdego podzbioru wierz-
chotkéw D o mocy co najwyzej k, graf G — D jest planarny wtedy i tylko wtedy gdy
G — (D U{v}) jest planarny.

Lemat 9.5. Niech (G, k) bedzie instancjg problemu PLANAR VERTEX DELETION.
Zalozmy, zZe v jest takim wierzcholkiem grafu G, Ze istnieje wierzcholek u € V(G) \
{v} oraz cigg parami roztgcznych cyklicznych (v, w)-separatorow Xy, ..., Xgio 0
nastepujgcych wiasnosciach

(i) Xi C R(v, Xi41) dlaie {1,...,k+ 1} oraz
(i) graf G[R(v, Xy2) U Xgi2| jest planarny.

Wéwczas v jest nieistotnym wierzcholkiem dla instancji (G, k)

Dowad. O
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9.4. Disjoint Planar Vertex Set Deletion. Przypomnijmy twierdzenie o kracie
dla graféw planarnych.

Twierdzenie 9.6 (o kracie dla graféw planarnych). Dia kazdego grafu planarnego
G i dla kazdej liczby naturalnej w,

tw(G) > 6w -5 = H,<xG.

Ponadto istnieje algorytm, ktory dla kazdego n-wierzchotkowego grafu planarnego G
i kazdej liczby naturalnej w zwraca w czasie O(n?) (1) dekompozycje drzewiastg G o
szerokosci co najwyzej 6w — 5 lub (2) model minoru B, w G.

Lemat 9.7. Problem DISJOINT PLANAR VERTEX SET DELETION dla n-
wierzchotkowych graféw mozna rozwigzaé w czasie g(k) -n®Y. Ponadto, w przypadku
pozytywnych instancji algorytm moze w tym czasie zwroci¢ swiadczqgcy podzbior co
najwyzej k wierzchotkow.

W pozostatej czesci tej sekeji bedziemy dowodzi¢ lemat 9.7.

Ustalmy instancje (G, D, k) problemu DISJOINT PLANAR VERTEX SET DELETION.
Poniewaz G — D jest planarny z twierdzenia 9.6 dla w = f(k) = (2k +9) - (k + 2)
otrzymujemy (1) dekompozycje drzewiasta grafu G — D o szerokoSci co najwyzej
6f(k) lub (2) model minoru Byuy w G — D.

Jedli otrzymalismy dekompozycje drzewiasta G — D to po dodaniu do kazdego
worka zbioru D mamy dekompozycje drzewiastg grafu G o szerokosci co najwyzej
6f(k)+ |D| <6f(k)+ k+ 1. Wtedy korzystajac z zaprojektowanego dynamika (czy
tez po prostu z twierdzenia Courcelle’a) mamy rozwiazujemy te instancje w czasie
g(k) -n®W,

Pozostaje rozprawic si¢ z przypadkiem gdy mamy model Hg) w G — D. Niech
p =2k +51wtedy f(k) = (p+4)-(k+2). Niech H = By i niech (Ly)wevm)
bedzie otrzymanym modelem H w G — D.

10. GRAFY PLANARNE

Krzywq w przestrzeni topologicznej® X, nazywamy ciagla réznowartoéciowa funkcje
~v:[0,1] = X. Punkty v(0) i v(1) nazywamy koricami krzywej . Zanurzeniem grafu
G w przestrzenn X nazywamy taka funkcje ¢ ktéra kazdemu wierzchotkowi v € V(G)
przyporzadkowuje punkt ¢(v) € X i kazdej krawedzi e € E(G) przyporzadkowuje
krzywa @(e) w X, ze

o(u) # p(v) dla u,v € V(G), u # v;

. krzywa o(uv) ma konce w ¢(u) i p(v) dla uww € E(G);

. 90(61)(( ,1) Np(e2)((0,1)) = 0 dla ey, €5 € E(G), €1 # €3
¢(v) € 7.((0,1)) dla v € V(G), e € E(G).

5B(gdziemy rozwazaé jedynie przestrzenie metryzowalne, wiec czytelnik niezaznajomiony z topo-
logia moze utozsamiaé przestrzenie topologiczne z przestrzeniami metrycznymi
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Dla zanurzenia ¢ grafu G w X, zbiér ¢(V(G)) UUepq) ¢(€)([0, 1]) oznaczamy przez
p(G).

Zanurzenie grafu w R? (z metryka euklidesowa d(z,y) = ||x — yl||2) nazywamy zanu-
rzeniem planarnym. Graf jest planarny jesli ma zanurzenie planarne. Dla zanurzenia
planarnego ¢, sp6jne sktadowe zbioru R? \ o(G) nazywamy $cianami zanurzenia .

Twierdzenie 10.1 (Wzér Eulera). Niech G bedzie spojnym grafem planarnym o n
wierzchotkach, m krawedziach i niech f oznacza liczbe Scian w pewnym jego zanurzeniu
planarnym. Wowczas

n—m+ f=2.

Powyzsza definicja graféw planarnych jest zdefiniowana w terminach topologicznych i
jest trudna w uzyciu gdy chcemy udowodnié¢ co$ o grafach planarnych. Przedstawimy
teraz kombinatoryczny opis graféw planarnych. Jedyne co nas bedzie interesowac
o zanurzeniu, to cykliczna kolejnos¢ w jakiej krzywe odpowiadajace krawedziom
wychodzg z wierzchotkéw. Wzor Eulera bedzie determinowal czy taka kolekcja
cyklicznych porzadkéw gdzie dla kazdego wierzchotka trzymamy cykliczny porzadek
krawedzi incydentnych z nim odpowiada pewnemu zanurzeniu planarnemu.

Systemem rotacji grafu G nazywamy taki indeksowany zbiér {m,},ev (), ze dla
kazdego v € V(G), m, jest cykliczna permutacja krawedzi incydentnych z v. Kazde
zanurzenie planarne grafu G wyznacza nam system rotacji w ktéorym m, oznacza
cykliczng kolejnos¢ w jakiej krawedzie wychodza z wierzchotka v w zanurzeniu
(gdzie dla kazdego v wybieramy te sama orientacje, na przyktad przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara). System rotacji jest planarny jesli pochodzi od jakiego$ zanurzenia
planarnego.

Spacerem zamknietym w grafie G nazywamy taki ciag wierzchotkéw (vg---vy), ze
vvi1 € B(G) dlai=0,...,k—1 oraz vy = vg. Kazdy spacer zamkniety (vq - - vg)
utozsamiamy z jego przesunieciami cyklicznymi postaci (v ---vpv1---v;) dla i =
1,...,k—1. Ustalmy graf G. Dla systemu rotacji m = {m, },cv () grafu G, m-spacerem
w G nazywamy spacer zamkniety w grafie G ktéry albo jest postaci (vg) dla pewnego
wierzchotka izolowanego vy grafu GG, albo jest takim spacerem zamknietym (vg - - - vy),
7€ ViVip1 = Ty, (Vi—v;) dla i = 1,... k — 1, vovy = Ty, (k1% ) 1 skierowane krawedzie
vivirr dlaz € {0,...,k—1} sa parami rézne. Jesli wierzchotki vy, ..., vx_1 sa parami
rozne, to mowimy, ze w-spacer jest cykliczny.

Niech G bedzie grafem o ¢ spdjnych sktadowych, n wierzchotkach i m krawedziach.
Niech 7 bedzie systemem rotacji grafu G i zatézmy, ze istnieje doktadnie f réznych
m-spacerow. Wéowcezas liczbe

gGm)=c—(n-—m+f)/2

nazywamy genusem grafu G w systemie rotacji m. Genus g(G) grafu G definiujemy
jako minimalny genus grafu G w jakimkolwiek systemie rotacji.

Twierdzenie 10.2. System rotacji m grafu G jest planarny wtedy ¢ tylko wtedy, gdy
g(G,m) =0.

Lemat 10.3. Grafy K5 i@ K33 sq¢ nieplanarne.
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Dowdd. Graf K5 ma n = 5 wierzchotkow i m = 10 krawedzi, a skoro kazda krawedz
wystepuje dwa razy na m-spacerach w Kj dla kazdego systemu rotacji = grafu Kj
i kazdy m-spacer ma dlugosé co najmniej 3, to liczba Scian f spetnia f < %m <T.
Stad g(G) > 1 — (5 —10+7)/2 =0, czyli G nie jest planarny.

W przypadku grafu K33, mamy n =6 1im =9, a skoro K33 jest dwudzielny, to dla
kazdego systemu rotacji m grafu K33, kazdy m-spacer w K3 3 ma dtugos$¢ co najmniej
4. Stad f < 2m < 5. Zatem g(G) > 1— (6 —9+5) = 0, czyli G nie jest planarny. [

Jesli m = {m,}vev(e) jest systemem rotacji grafu G, to dla kazdego podgrafu H
grafu G definiujemy system rotacji 7’ indukowany przez m gdzie 7/ (e) jest pierwsza
krawedzig w ciggu m,(e), 72(e), . .. ktéra nalezy do H. Dla podgrafu H C G, kazdy

7/-spacer w H nazywamy m-spacerem w GG, a genus grafu H w 7’ oznaczamy przez
g(H, ).

Lemat 10.4. Niech G bedzie grafem a w jego systemem rotacji. Wowczas

(i) g(G,m) jest nieujemnq liczbg catkowitq,
(i) dla kazdego podgrafu H grafu G zachodzi g(H,7) < g(G,7) 1
(iii) dla kazdego minoru H grafu G zachodzi g(H) < g(G).

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli E(G) = 0, to g(G, ) = 0. Stad, dla dowodu (i) i (ii)
wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej krawedzi e € E(G), g(G,7) — g(G — e, 7) jest
nieujemny liczba catkowita. To wynika stad, ze G — e ma tyle wierzchotkéw co G, o
jedna krawedz mniej, liczba m-spaceréw rosnie lub maleje o doktadnie 1, a ponadto
G — e ma nie mniej spojnych sktadowych niz G.

Na mocy (ii), dla dowodu (iii), wystarczy pokazaé, ze jesli uv € E(G) i Ng(u) N
Ng(v) = 0, to istnieje taki system rotacji 7’ grafu G/e, ze g(G/e,n’) < g(G, ).
Taki system rotacji mozemy otrzymac z m, zastepujac lokalne rotacje m, i 7, lokalna
rotacjg, 7,:

mu(e) =m2(e) = - — Wd(“)’l(e)
— m(e) = Wg(e) — e — ﬂd(”)_l(e) — mu(e).

Dla tak otrzymanego systemu rotacji 7', liczba 7’-spaceréw w G/e jest réwna liczbie 7-
spaceréw w G. Skoro |V (G/e)| = |[V(G)|—11|E(G/e)| = |E(G)|—1, to g(G/e, ") =
g(G, ). O

Kazdy minor grafu planarnego jest planarny, wiec na mocy lematu 10.3, zaden graf
planarny nie zawiera K33 ani K5 jako minoru topologicznego.

Twierdzenie 10.5 (Twierdzenie Wagnera). Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy
gdy nie zawiera Ks3 ani K5 jako minoru.

Kazda wtasno$é grafu ktéra moze by¢ scharakteryzowana przez skonczona liste za-
bronionych minoréw, moze by¢ tez scharakteryzowana przez skonczong liste minorow



STRUKTURALNA TEORIA GRAFOW 57

topologicznych. W przypadku graféw planarnych tak sie sktada, ze ta lista jest taka
sama.

Twierdzenie 10.6 (Twierdzenie Kuratowskiego). Graf G jest planarny wtedy i tylko
wtedy gdy nie zawiera K33 ani K5 jako minoru topologicznego.

Twierdzenia Wagnera i Kuratowskiego sa réwnowazne, a nietrywialna implikcja tej
rownowazno$ci sprowadza sie do nastepujacego lematu.

Lemat 10.7. Jesli graf zawiera K33 lub K5 jako minor, to zawiera rowniez K33 lub
K5 jako minor topologiczny.

Dowéd. Skoro maksymalny stopien grafu K3 wynosi 3, to kazdy graf zawierajacy
K33 jako minor, zawiera réwniez K33 jako minor topologiczny.

Zalézmy, ze graf G zawiera K jako minor i ustalmy model {H;}2_, grafu K5 w G.
Jesli K5 nie jest minorem topologicznym grafu G, to mozemy tak przenumerowaé
grafy w {H;}?_,, ze H, zawiera takie dwa rozlaczne, sp6jne i potaczone krawedzia
podgrafy Hj i H{ grafu Hy, ze H; sasiaduje z Hy i Hs, a H{ sasiaduje z Hy i Hs.
Dostajemy wiec model grafu Ks3 gdzie wierzcholtki jednej strony sa modelowane
grafami H{, H, i Hs, a wierzcholki drugiej strony sa modelowane grafami H{, Hy i
Hs. [l

Lemat 10.8. Jesli G jest 2-spéjnym grafem a w jest jego planarnym systemem
rotacji, to kazdy mw-spacer jest cykliczny.

Dowadd. Zatdézmy nie wprost, ze istnieje Sciana vy - - - v, _1v9 ktora nie jest cykliczna,
powiedzmy v; = v; =: v. Rozwazmy graf G’ powstaly z G przez dodanie dwéch
nowych wierzchotkéw u; i ug oraz krawedzi vuy, vus i uyus Rozszerzmy 7 grafu G do
planarnego systemu rotacji 7’ grafu G’, wstawiajac w 7, krawedz vu, miedzy vv;_; a
VV;41, & krawedZ vu, miedzy vv;_1 a vvjqq. Jedli w systemie rotacji {7, }yev (@) liczba
wierzchotkéw, krawedzi i Scian wynosi odpowiednio n, m i f, to w {7} }vev(a) te
liczby wynosza odpowiednio n’ =n+2, m' =m+ 3, f' = f + 1. Zatem

g(G 7)) =2 — (' —m' + f) =2 — (n—m+ f) = g(G, 7 = 0),

czyli system rotacji 7’ jest planarny.

Skoro graf G jest 2-spdjny, to G — vy zawiera v1—vg_q $ciezke P. Rozwazmy graf H

bedacy sumg cykli vuqusv oraz vvy Pvg_qv. System rotacji {7, }vev(qr) indkuje w nim

system rotacji w ktorym liczba wierzchotkéw, krawedzi i Scian wynosi odpowiednio
"=\V(P)|+3,m'=|V(P)|+4if" =1, wiec

g(H, 7_(_/) — 2 _ (n// _ m// + f//) — 2
To stoi w sprzecznodci z tym, ze g(H, ') < g(G', ") = 0. O

Dla podgrafu H grafu G, H-mostem nazywamy spojny podgraf grafu G ktory jest
albo krawedzig grafu spoza H ale majaca oba konce w H (konce tej krawedzi réwniez
naleza do mostu), albo spdjng sktadowa grafu G — V(H) razem ze wszystkimi
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krawedziami (i ich konicami) ktére maja jeden koniec w tej sktadowej a drugi w H.
Wierzchotkami przyczepienia H-mostu B nazywamy wierzchotki przeciecia BN H.

Lemat 10.9. Niech C = vq - - - vy bedzie cyklem (vg = vi) w grafie G i niech m bedzie
planarnym systemem rotacji grafu G. Wowczas dla kazdego C'-mostu B, ktorys z
zamknietych spaceréw (vo - - - vg) lub (vgvg—1 -+ - Vo) jest w-spacerem w C' U B.

Dowdod. Zatézmy nie wprost, ze dla pewnego C-mostu B teza nie zachodzi. Wéwczas
dla systemu rotacji 7’ grafu C'U B istnieja takie 7, j € {0,...,k}, ze 7, (vi—1v;) #
ViV;41 OTaz 7T;j (vjvj+1) # vj_1v;. Niech W = wy - - - w, bedzie takim spacerem w B,
ze wo = v;, wowi = T, (Vi—1V;), Wy = Vj, We_1Wy = W;j(vjvjﬂ) oraz wi,...,Wy_1 S4
parami réoznymi wierzchotkami spoza C'. Wowczas w grafie C'U W jest tylko jeden
TT-Spacer:

(Vg « - VWY - -+ Wy UJVj_1 -+ Vgl - - - VjWp—1 - - - WID; - - - V1 V).
Stad

gCUWm)=1—-((k+0—-1)—(k+0)+1)/2=1>0=g(G,n),
sprzecznosc. 0

Lemat 10.10. Niech G bedzie grafem a 7 jego planarnym systemem rotacji. Niech
W = (vg- - vg_1v0) bedzie w-spacerem cyklicznym w G i niech By i By bedg réznymi
W -mostami. Wowczas nie istniejg takie parami rozne wierzchotki a,b, c,d lezgce na

W w tej kolejnosci, ze {a,c} C V(By) i {b,d} C V(By).

Dowadd. Zatézmy, ze takie a, b, ¢, d istnieja. Niech P; bedzie a—c Sciezka w By roztgczna
poza koncami z W i niech P, bedzie b—d Sciezkg w Bs roztaczna poza koncami z W.
Woéwcezas W U P; U P, ma tylko jeden m-spacer, wiec g(W U Py U Py) > 0 co przeczy
planarnosci systemu rotacji . 0

Twierdzenie 10.11 (Tutte). Niech G bedzie 3-spdjnym grafem a 7 jego planarnym
systemem rotacji. Wowczas dla kazdego cyklu C = vg---v_1v9g w G, nastepujgce
warunki sq rownowazne

(i) ktorys ze spaceréow zamknietych vg---vg_1v9 lub Vp_1Vg_o- - VoUk_1 jest -
spacerem w G;
(ii) istnieje dokladnie jeden C-most.

Dowdd. Zatbézmy, ze (vg---vg_1v9) jest m-spacerem w G. Skoro G jest 3-spdjny,
istnieje C-most B. Zalézmy najpierw, ze |V (B)| = 2, to znaczy B jest krawedzia v;v;
razem z jej koncami. Wéwcczas z 3-spéjnosci grafu G dostajemy, ze G—{v;, v; } zawiera
Sciezke miedzy dwoma spdjnymi sktadowymi C' — {v;,v,;}. Wowcezas otrzymujemy
sprzeczno$¢ z lematem 10.10. Mozemy wiec zalozy¢, ze kazdy C-most ma co najmniej
3-wierzchotki.

Zatézmy, ze istniejg rézne C-mosty B i B'. Wéwcezas z 3-spdjnoscei grafu G ist-
niejg 3 roztaczne V(B)-V(B') Sciezki Py, P» i P; w G. Skoro (vg-- - vk_1vp) jest
m-spacerem w G, to graf G’ otrzymany z GG przez dodanie nowego wierzchotka u
sasiadujacego z wszystkimi wierzchotkami na C' jest planarny. Jednakze w tym
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grafie znajdziemy model K33 w ktérym wierzcholki sa modelowane podgrafami
G{u}],V(B)\V(C),V(B"\V(C) oraz P,—V(BUB'), P,—V(BUB'), P;—V (BUB’),

co stoi w sprzecznosci z nieplanarnoscig K 3. 0

11. POWIERZCHNIE

Powszechnie wiadomo, ze wieloscian to bryta geometryczna, ktora jest ograniczona
przez sume jej Scian. Kazda Scian awieloscianu jest wielokatem, a kazda krawedz
wieloscianu jest wspélng krawedzia dwoch jego $cian. Suma Scian wielo$cianu jest
tak zwang powierzchnia wielodcienna i jest szcezgdlnym przypadkiem powierzchni,
czyli takich zwartych przestrzeni topologicznych, w ktorych kazdy punkt lezy w
zbiorze otwartym homeomorficznym z R?. Kazda powierzchnie mozemy otrzymad,
podobnie jak powierzchni¢ wieloscienna, z rodziny wielokatéw przez utozsamienie ze
soba niektoérych par bokéw tych wielokatow.

11.1. Definicja i przyktady. Powierzchnig nazywamy zwarta i spojna przestrzen
topologiczng w ktorej kazdy punkt nalezy do otwartego zbioru, ktéry jest home-
omorficzny z plaszczyzng R2. Powierzchniq z brzegiem nazywamy zwarta i spojna
przestrzen topologiczng w ktorej kazdy punkt nalezy do otwartego zbioru, ktory
jest homeomorficzny z plaszczyzng R? lub péitplaszezyzng {(x,y) € R? : x > 0}.
Brzegiem powierzchni z brzegiem nazywamy zbiér wszystkich punktow, ktore nie
leza w zadnym zbiorze otwartym homeomorficznym z R2.

Przyklad 11.1. Plaszczyzna R? nie jest powierzchnia, gdyz nie jest przestrzenia
zwarta.

Przyktad 11.2 (Kolo domkniete). Koto domknigte w R? jest powierzchnig z brze-
giem ktorej brzegiem jest okrag o tym samym $rodku i promieniu co to koto.

Przyklad 11.3 (Sfera). Sfera S? = {z € R®: ||z||3 = 1} z topologia zadana przez
metryke euklidesowa w R? jest powierzchnig.

Jesli d jest metryka na zbiorze X a ~ jest relacja réwnowaznosci na (podzbiorze) X,
to na zbiorze X/~ klas réwnowaznosci zadajemy pseudometryke ilorazowq

d'([z]~, [y]~) = inf d(x0, yo) + - - + d(zp, yr)

gdzie infimum przebiega po wszystkich takich ciggach x = xg, v, ..., Tk, Y = Y, z€
yi ~ xipq dla i € {0,...,k — 1}. Jesli d'([z]~, [y]~) # 0 dla [z]~ # [y]~, to d’ jest
metryka ktéra nazywamy metrykq ilorazowq, a zbiér X/~ z metryka d’ nazywamy
przestrzenig ilorazowg.

Przyktad 11.4 (Cylinder). Jesli w kwadracie [—1, 1] x[—1, 1] rozwazymy najmniejsza
taka relacje réwnowaznosci ~, ze (—1,y) ~ (1,y) dla y € [-1,1], to ([-1,1] X
[—1,1])/~ jest powierzchnia z brzegiem nazywamy cylindrem. Tak zdefiniowana
powierzchnia jest homeomorficzna z powierzchnia boczna walca oraz z z pierscieniem

{(z,y) e R?: 1< (2, y)ll2 < 2}
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Przyktad 11.5 (Wstega Mobiusa). Jezeli w kwadracie [—1, 1] x [—1, 1] rozwazymy
najmniejsza taka relacje rownowaznosci ~, ze (—1,y) ~ (1, —y) dla kazdego y €
[—1,1], to ([=1,1] x [—1,1])/~ jest powierzchnia z brzegiem zwana wstegq Mdbiusa.

Ogoélniej, powierzchnie z brzegiem mozna otrzymaé za pomoca nastepujacej kon-
strukeji.

Niech F bedzie rodzing rozlgcznych wypuktych wielokatéw na plaszczyznie R2,
ktorego wszystkie boki maja dtugosé 1. Potaczmy w roztaczne pary niektére boki
wielokatéw z F. Dla kazdej potaczonej pary bokéw {o,0’}, wybierzmy jeden z
dwéch izomorfizméw odcinkéw o i o’. Oznaczmy przez R sume tych izomorfizmow
traktowanych jako relacje binarne na R2. Niech ~ bedzie relacjg réwnowaznosci na F
otrzymana przez domkniecie zwrotne, symetryczne i przechodnie relacji R. Wowczas
na zbiorze (J F)/~ mamy zadang metryke ilorazowa. Jesli wszystkie boki wielokatow
z F zostaly potaczone w pary, to otrzymana przestrzen ilorazowa jest powierzchnia.
Jesli jakies boki nie zostaly potaczone w pary, to otrzymamy powierzchnie z niepustym
brzegiem a brzegiem jest zbiér punktow na tych bokach ktére nie zostaty potaczone
W pary.

Przyktad 11.6 (Torus). Rozwazmy powierzchnie otrzymana z kwadratu [—1, 1] x
[—1, 1] przez utozsamienie ze soba obu par naprzeciwlegtych bokéw w taki sposob,
ze utozsamiamy ze soba punkty (z,—1) 1 (z,1) dla x € [—1,1] oraz (—1,y) i (1,y)
dla y € [-1,1]. Otrzymana w ten sposéb powierzchnie nazywamy torusem.

Przyktad 11.7 (Plaszczyzna rzutowa rzeczywista). Rozwazmy teraz powierzchnie
otrzymana z kwadratu [—1, 1] x [—1, 1] przez utozsamienie ze soba par naprzeciwle-
gltych bokéw w taki sposéb, ze kazdy punkt brzegowy (x,y) zostaje utozsamiony z
naprzeciwlegtym punktem (—x, —y). Powierzchnie te nazywamy plaszczyzng rzutowq
rzeczywistg. W odroznieniu od wezedniejszych przyktadéw, powierzchnia ta nie jest
homeomorficzna z zadnym podzbiorem R3.

11.2. Operacje na powierzchniach. Przedstawimy teraz dwie operacje za pomoca
ktorych mozemy z jednych powierchni otrzymac¢ nowe. Pierwsza operacja bedzie
polegaé¢ na wycigciu dwéch dziur w powierzchni a nastepnie sklejenie ich brzegéw
z brzegiem cylindra. Druga operacja bedzie polega¢ na wycieciu jednej dziury w
powierzchni a nastepnie sklejenie jej brzegu z brzegiem wstegi Mobiusa. Formalnie,
operacje te definiujemy nastepujaco.

Niech X bedzie powierzchnia z brzegiem i niech U C ¥ bedzie podzbiorem home-
orficznym z R?. Po przemianowaniu punktéw powierzchni ¥ mozemy zaltozy¢, ze
homeomorfizm z U w R? jest identyczno$cig. Niech D; i Dy beda roztacznymi kotami
domknietymi w R? o promieniu 1. Dla ¢ = 1,2, niech ¢;, int(D;), bd(D;) oznaczaja
odpowiednio $rodek, wnetrze i brzeg kota D;. Niech ~; bedzie relacja rownowaz-
nosci na bd(D;) U bd(Dy) ktora utozsamia brzegi bd(D;) i bd(Ds) z przeciwnymi
orientacjami (czyli na przyktad mozemy utozsami¢ kazdy punkt ¢; + (z,y) € bd(Dy)
z punktem ¢y + (—xz,y) € bd(D3)). Wéwczas ¥ = (3 '\ (int(Dq) U int(Dy3)))/~
jest powierzchnig z brzegiem, o ktorej méwimy, ze powstata z 3, przez doklejenie
rgczki. Niech ~q bedzie relacja réwnowaznosci na bd(D;) ktora utozsamia wszystkie
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pary naprzeciwlegtych punktéw x i y w bd(D;) (czyli takie pary, ze (x + y)/2 = ¢1).
Woéwcezas Yy = (X \ int(D;))/~s jest powierzchnig z brzegiem ktéra powstaja z X
przez doklejenie wstegi Mobiusa. Wszystkie powierzchnie ktére mozna otrzymac z X
przez doklejenie raczki (wstegi Mobiusa) sa homeomorficzne.

Powierzchnig powstala ze sfery S? przez doklejenie g raczek (lub homeomorficzna),
nazywamy powierzchniq orientowalng o genusie g, a powierzchnie powstaty ze sfery
S? przez doklejenie g wsteg Mobiusa (lub homeomorficzna) nazywamy powierzchnig
nieorientowalng o genusie g.

11.3. Klasyfikacja powierzchni.

Twierdzenie 11.8. Powierzchnia powstala ze sfery przez doklejenie h > 0 rgczek i
c > 0 wsteg Mébiusa jest powierzchnig nieorientowalng o genusie 2h + c.

Twierdzenie 11.9. KazZda powierzchnia jest albo powierzchnig orientowalng o ge-
nuste g dla dokladnie jednego g = 0 albo powierzchnig nieorientowalng o genusie g
dla doktadnie jednego g > 1.

Kazda powierzchnia z brzegiem powstaje z pewnej powierzchni przez wyciecie wnetrz
pewnej liczby parami roztacznych koét. Zatem kazda powierzchnia z brzegiem jest
wyznaczona z doktadnoscig do homeomorfizmu przez orientowalno$¢, genus i liczbe
dziur.

Genusem Eulera eg(X) powierzchni ¥ nazywamy liczbe 2¢ jesli ¥ jest powierzchiag
orientowalng o genusie g lub liczbe ¢ jesli ¥ jest powierzchnig nieorientowalng o
genusie g.

12. ZANURZENIA W POWIERZCHNIE KOMBINATORYCZNIE

Schematem zanurzenia grafu G nazywamy pare (m, ) gdzie 7 jest systemem rotacji
grafu G, a \ jest sygnaturq, czyli funkcja przypisujaca kazdej krawedzi e € E(G)
znak A(e) € {—1,+1}. Sygnatura jest pozytywna jesli A(e) = +1 dla kazdej krawedzi
e € E(Q).

Niech IT = (m, A) bedzie schematem zanurzenia grafu G. Niech vov; € FE(G) i
so € {—1,+1}. Niech (vg, so), (v1,51), ...bedzie takim ciagiem par (wierzchotek,
znak), ze viviy1 = my(vvi_) oraz s; = Avi—1v;) - s dla i > 1. Jedli k jest
najmniejszym takim indeksem, ze vy = vy, Vg1 = v1 1 Sk = Sy, to ciag (vo, o), (v1, 1),

.oy (vg_1, Sk—1) nazywamy Il-spacerem w G. Kazdy taki II-spacer utozsamiamy z
jego przesunieciami cyklicznymi oraz z [I-spacerem (vg, —sg), ..., (v, —s1) 1 jego
przesunieciami cyklicznymi. Mowimy, ze [I-spacerowi (vg, So), (v1, 81), - -+, (Vg—1, Sk—1)
odpowiadajg spacery zamkniete (vg - - - vg_100) oraz (VgUg_q - - V1Vk).

Lokalna zmiana schematu zanurzenia (m,\) grafu G w wierzchotku v polega na
zastapieniu m, przez m, ! oraz A(e) przez —\(e) dla kazdej krawedzi e incydentne;
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z v. Dwa schematy zanurzen sa réwnowazne jesli jeden z nich mozna otrzymad z
drugiego za pomoca ciagu lokalych zmian.

Lemat 12.1. Dwa schematy zanurzen I1 i II' grafu G sq réwnowazne wtedy i tylko
wtedy gdy zbior wszystkich spacerow odpowiadajgcych 11-spacerom w G jest rowny
zbiorowi wszystkich spaceréw odpowiadajgcych 11'-spacerom w G.

Dla kazdego II-spaceru (vo, So), - - -, (Uk—_1, Sk—1), zachodzi TT¥-0 AMvivi1) = +1. Jedli
dla jakiegokolwiek cyklu C'w G zachodzi [I.cp(c) A(e) = —1, to méwimy, ze schemat
IT jest nieorientowalny, a w przeciwnym razie, ze jest orientowalny.

Lemat 12.2. Schemat zanurzenia jest orientowalny wtedy i tylko wtedy gdy jest
rownowazny schematowi o pozytywnej sygnaturze.

Niech G bedzie grafem o ¢ spéjnych sktadowych, n wierzchotkach i m krawedziach.
Niech IT bedzie schematem zanurzenia grafu G i zalézmy, ze istnieje doktadnie f
roznych Il-spaceréw w G. Wowcezas liczbe

eg(G,Il) =2c— (n—m+ f)

nazywamy Genusem FEulera grafu G w schemacie zanurzenia II. Genus Eulera eg(G)
grafu G definiujemy jako minimalny genus grafu G w jakimkolwiek systemie rotacji.

Jesli TT = (m, A) jest schematem zanurzenia grafu G, to dla kazdego podgrafu H grafu
G definiujemy schemat zanurzenia I1' = (7', \') indukowany przez 11 gdzie 7’ jest
systemem rotacji grafu H indukowanym przez m a X jest zawezeniem A do E(H).
Kazdy IT'-spacer w H nazywamy Il-spacerem w H, a genus grafu H w II' oznaczamy
przez eg(H, I1),

Twierdzenie 12.3. Graf G da si¢ zanurzyé w orientowalng powierzchnie o genu-
sie g wtedy @ tylko wtedy gdy istnieje taki orientowalny schemat zanurzenia 11, Ze
eg(G,II) < 2g.

Twierdzenie 12.4. Graf G da sie zanurzyé w nieorientowalng powierzchnie o genusie
g wtedy i tylko wtedy gdy istnieje taki schemat zanurzenia 11, Ze albo eg(G,11) < g,
lub eg(G,I1) = g i II jest nieorientowalny.

Lemat 12.5. Niech G bedzie grafem a 1l jego schematem zanurzenia. Wowczas

(i) eg(G,1I) jest nieujemnq liczbg calkowitq,
(i) dla kazdego podgrafu H grafu G zachodzi eg(H,11) < eg(G,1I) 4
(iii) dla kazdego minoru H grafu G zachodzi eg(H) < eg(G).

Dowaéd. Analogicznie do 10.4. Jedyne roznice sg takie, ze G — e moze miec¢ tyle samo
Scian co G' i w konstrukeji schematu zanurzenia grafu G /uv trzeba dokonaé lokalne;
zmiany w u lub v jesli A(e) = —1. O

Podobnie jak w przypadku systemoéow rotacji mamy f < %m. To oznacza, ze dla

n > 3, genus Eulera grafu pelnego K, wynosi co najmniej 2 — (n — %(Z)), czyli co
najmniej [(n — 3)(n — 4)/6]. Okazuje si¢, ze to proste ograniczenie jest najlepsze
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mozliwe. Wynika to z twierdzenia Ringela-Youngsa, ktore rozstrzyga jak duzy graf
zupelny da si¢ zanurzy¢ w kazda powierzchnie.

Twierdzenie 12.6 (Ringel-Youngs). Jesli ¥ jest powierzchnig nieorientowalng o
genusie 2, to K, da sie zanurzyé w X wtedy i tylko wtedy gdy n < 6. Dla kazdej innej
powierzchni X, K, da sie zanurzyé w X wtedy i tylko wtedy gdy

(n=3)(n —4)/6 < eg(X).

13. MINIMALNE NIEZANURZALNE GRAFY

Dla nieujemnej liczby catkowitej k, heksagonalna krata J, to graf
V() ={(z,y,2) € {—k+1,.. k¥ |o+y+zec{l,2}}

w ktorym dwa wierzchotki (z,y, z) 1 (2/, 1/, 2’) sa potaczone krawedzig jesli |x — 2'| +
ly — |+ |z — 2] =1

Dla k > 1, podgraf J, — V(Jx_1) grafu Ji jest cyklem dtugosci 6k, ktéry nazywamy
cyklem zewngtrznym kraty Jy i oznaczamy przez Cy. Jesli mamy ustalony model topo-
logiczny {P.}ecr(s,) grafu Jy, to dla kazdego podgrafu D C Jy, przez D oznaczamy

graf UeGE(D) Pe-

Moéwimy, ze model topologiczny kraty Ji, w grafie G jest dobry w G jesli suma Ji
oraz wszystkich Ji-mostow majacych wierzchotek przyczepienia w Ji_; jest planarny.

Lemat 13.1. Niech G bedzie grafem o genusie Fulera g i niech m i k bedq takimi
dodatnimi liczbami catkowitymi, ze m > (29 + 3)(2k + 1). Wowczas, jesli J,, jest
minorem G, to G zawiera model topologiczny kraty Jy ktory jest dobry w G.

Dowdd. Skoro m > (29 + 3)(2k + 1), to w kracie .J,, mozemy znalezé takie roz-
taczne kopie Qy, ..., Qogy1 kraty Ji, ze graf J,, — U1 V(Qs) jest spojny i jest
polaczony krawedziami ze wszystkimi wierzchotkami stopnia 2 w kratach Q!, ...,
Q%7 (Dociekliwy czytelnik moze sprawdzié, ze powyzsze warunki spetniaja grafy

Qi =Jnl{{z+i Ck+1),y—i-(2k+1),2): (2,y,2) € V(J)}])
Dla kazdego ¢ € {1,...,2g + 1}, oznaczmy przez Q) kopie Jy_1 w Q;.

Ustalmy model topologiczny kraty J,,, w G. Dla kazdego i € {1,...,2g + 1}, graf Q;
jako kopia Ji w J,,, indukuje model topologiczny kraty J, w Q;. Wykazemy, ze co
najmniej jeden z tych modeli jest dobry w G.

Zal6ézmy niewprost, ze zaden z tych modeli nie jest dobry w G. Wéwcezas skon-
struujemy taki wstepujacy ciag spdjnych grafow M, C M; C ... C My C G,
ze

(i) Mo = Jo — U V(Qi). )
(ii) dla kazdego i € {0, ..., g}, M; przecina co najwyzej 2i sposrod grafow Qy, ...,

ng+1 oraz
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(iii) eg(M;) =i dlaie{0,...,9+ 1}

Warunek (iii) dla i = g+ 1 da nam eg(G) > eg(My11) > g+ 1, co bedzie oczekiwang
sprzecznoscia.

Niech i € {0,..., g} i zalézmy, ze skonstruowalismy graf M, speliajacy warunki (ii) i
(iii). Wéwcezas pokazemy jak skonstruowaé M, . Dzieki (ii), istnieje j € {1,...,2g +
1} ze V(M;) N V(QJ) = (). Ustalmy takie j. Oznaczmy przez H sume wszystkich
QJ -mostow przecinajacych Q’ Skoro model J;, indukowany przez (); nie jest dobry,
graf Q; U H jest nieplanarny. Jesli V(M) NV (H) = 0, to M; N H = . Zatem
eg(M; U Qj UH) > i+ 1 wiec mozemy wziaé¢ M; 1 = (M; U Qj UH) + e, gdzie e jest
dowolna krawedzia miedzy Qj a My w G.

Mozemy wigc zatozy¢, ze V/(H) NV (M) # 0 a wiec M; € H. W grafie H istnieje
wiec taka $ciezka P, ktéra ma jeden koniec w Q’ a drugi w takim wierzchotku Q]
sasiadujacym z My, ze QJ UP jest grafem nieplanarnym. Ustalmy taka $ciezke P, ktora
dodatkowo bedzie przecinaé co najwyzej jeden z graféw Q, . . ., QQQH poza Qj. W tym
przypadku mozemy zdefiniowa¢ M;,1 = M; UQJ UP. Przekonajmy sie, ze eg(M;11) >
eg(M;). Niech B bedzie M;-mostem w M;,; zawerajacym Q;. Most B zawiera
doktadnie dwie krawedzie incydentne z wierzchotkami przyczepienia w M;. Gdyby
te dwie krawedzie byly zanurzone ,wewnatrz” réznych $cian zanurzenia grafu M;
indukowanego przez I, to automatycznie mieliby$my eg(M;1) > eg(M;). Mozemy
wiec zatozyé, ze obie te krawedzie leza ,wewnatrz” tej samej Sciany, jednak wowczas
gdybysmy mieli eg(M;,1) = eg(M;), to prosty rachunek dowodzi, ze indukowane
zanurzenie grafu Q; U P jest planarne, co jest sprzecznoscia. To konczy konstrukeje
Mi-‘,—l- ]

Lemat 13.2. Niech ¥ bedzie powierzchniq, niech g = eg(X) i niech k = 2g+3. Niech
G bedzie grafem zawierajgcym dobry model topologicznym kraty Jy, iniech ey € E(Jy).
Wowczas jesli G — ey da sie zanurzyé w X, to G rowniez da sie zanurzyé w 3.

Dowdd. Zauwazmy, ze mozemy zawezi¢ nasza uwage do spojnej sktadowej grafu G
zawierajacej Ji. Zatézmy wiec, ze graf GG jest spéjny. Ustalmy zanurzenie II grafu

G — eg w X. Dla kazdego i € {0, ..., g}, definiujemy S; = Jy_o; — V(Jx_2i_2). Skoro

g ~ 9
Zeg(szan) = eg <U Slal—I) < eg(G — €, H) < 9,
1=0

1=0

to dla pewnego i € {0,...,¢g}, mamy eg(S’i,H) = 0, czyli zanurzenie grafu S,
indukowane przez Il jest planarne. Ustalmy takie i. Graf S; jest subdywizja 3-
spojnego grafu, wiec na mocy twierdzenia 10.11, ma doktadnie jedno zanurzenie
planarne, z doktadnoscia do rownowaznosci. W zanurzeniu tym, dla kazdego 6-cyklu
C w S;, cykl C w S; odpowiada pewnej $cianie zanurzenia II.

Niech C i C oznaczaja cykle zewnetrzne indukowanych modeli krat Ji_9; i J—2i1
odpowiednio i niech By bedzie Cl_o9;_1-mostem w G zawierajacym Ch_o;. Wowezas
Ch_9; 1 U By C G — e, wiec w szczegdlnodci CLU By da sie zanurzy¢ w X.
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Skoro rozpatrywany model topologiczny kraty J; jest dobry, suma Jyo_o; Oraz wszyst-
kich Jj_9;-mostéw przecinajacych Ji_o; 1 jest planarna. Stad zanurzenie grafu CyU B,
w X da sie naturalnie rozszerzy¢ do zanurzenia Il grafu G o genusie Eulera co najwyzej

g.

Jesli zanurzenie 11 jest orientowalne, to II' réwniez jest orientowalne a wiec jest
zanurzeniem G w X. Zalézmy wiec, ze ¥ jest powierzchnig nieorientowalna a II
jest zanurzeniem nieorientowalnym. Jesli eg(G,Il') < eg(G — eg, 1), to II' jest
zanurzeniem w X, a jeSli eg(G, IT') = eg(G — ep, I1), to mozna wykazaé, ze II' jest
réwniez zanurzeniem orientowalnym (jesli w II” istnieje cykl o nieparzystej liczbie
negatywnych krawedzi, to mozna go ,wypchnac¢” poza cykl Cy_o;, co dowodzi, ze 11
réwwniez ma cykl o nieparzystej liczbie ujemnych krawedzi). U

Twierdzenie 13.3. Dia kazdej powierzchni 3 istnieje dodatnia liczba catkowita m
o nastepujgcej wiasnosci. Jesli G jest takim grafem, ze G nie da sie zanurzyé w %
ale dla kazdej krawedzi e € E(G), graf G — e da si¢ zanurzyé w %, to G nie zawiera
subdywizji kraty J,,.

Dowéd. Udowodnimy twierdzenie dla m = (29 +2)(2k + 1) gdzie k = 2g+ 3. Zatézmy
nie wprost, ze G zawiera subdywizje kraty J,,. Na mocy lematu 13.1, G zawiera
model topologiczny ({y }uev (), {1 Pe}ecr(ay)) kraty Ji ktéry jest dobry w G. Niech
o € Ueer(sy) E(F.). Z zalozenia twierdzenia, Graf G —eq da si¢ zanurzy¢ w X. Zatem
z lematu 13.2, graf G réwniez da sie zanurzy¢ w X. 0

14. DOBRE QUASI-PORZADKI

Quasi-porzqdek to para (X, <) gdzie X jest zbiorem a < zwotng i przechodnig
relacja binarna na X. Dobry quasi-porzgdek to quasi-porzadek o tej wtasnosci, ze

dla kazdego nieskonczonego ciagu xg, x1, ... w X istniejg takie nieujemne liczby
catkowite 7 i j, ze ¢ < j oraz x; < x;. Antylaricuch w quasi-porzadku to zbiér parami
nieporéwnywalnych elementow. Ciag xo, z1, ... w X jest Scisle malejgcy w (X, %)

jesli w; 1 < x; 1 x; £ x4 dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej 7.

Twierdzenie 14.1 (Robertsona-Seymoura). Kazdy zbior skoriczonych grafow jest
dobrze quasi-uporzgdkowany relacjqg bycia minorem.

14.1. Szeroko$¢ gateziowa. Niech G bedzie grafem. Dla podzbioru A jego krawedzi,
przez I'g(A) oznaczamy zbiér wszystkich takich wierzchotkéw, ktoére sa incydentne
z pewna krawedzia z A oraz z pewna krawedzia z F(G) \ A. Funkcja spdjnosci vq
grafu G jest zdefiniowana przez 75(A) = [I'¢(A)| dla A C E(G). Funkcja ta jest
symetryczna, to znaczy vq(A) = 7¢(E(G) \ A) dla A C E(G), oraz submodularna,
to znaczy
V6(A) +76(B) 2 76(AN B) +76(AU B)

dla dowolnych podzbioréw A i B zbioru F(G). Dla roztacznych podzbioréw A i B
zbioru E(G) definiujmy

va(A, B) = min{y¢(X): AC X C E(G) \ B}.
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Oczywiscie 76(A, B) = v¢(B, A) dla kazdej pary roztacznych podzbioréw A i B
zbioru E(G).

Dekompozycjg galeziowq grafu G nazywamy pare T = (T, 7), gdzie T jest drzewem
ktérym kazdy wierzchotek niebedacy lisSciem ma stopien 3 a 7 jest funkcja przypisujaca
krawedziom grafu G parami rézne liscie drzewa T. Dla poddrzewa T" drzewa T,
moéwimy, ze 7" pokazuje zbiér {e € E(G) : 7(e) € V(T")} w T. Dla krawedzi e € E(T),
jesli sktadowe lasu T' — e to T i Ty i pokazuja one zbiory F; i Fy odpowiednio, to
moéwimy, ze e pokazuje zbiory Fy i Ey w T. Wowezas vo(F1) = vg(Es); wartosé te
nazywamy szerokoscig krawedzi e w T i oznaczamy ja przez Vo (T, e). Szerokoscig
dekompozycji gateziowej grafu G nazywamy najwieksza z szerokosci jego krawedzi, a
szerokosciq galeziowq grafu G nazywamy minimalna szerokos$¢ jego dekompozycji
galeziowe;j.

Niech e; i ey beda krawedziami dekompozycji gateziowej T = (T, 7) grafu G i
dla ¢ € {1,2}, niech E; bedzie zbiorem pokazywanym przez sktadowa lasu T — ¢;
niezawierajaca krawedzi es_; (jesli e; = ey, to wybierzmy rézne F; i E,). Niech P
bedzie najkrotsza Sciezka w T' zawierajaca e; i eo. Wowcezas dla kazdej krawedzi
e € E(P) mamy vg(E1, Es) < v6(T, e). Jedli dla ktérejs krawedzi e € E(P) zachodzi
ré6wnos$é v (F1, Ey) = v6(T, €), to méwimy ze krawedzie e; i ey sa polgczone w T .
Dekompozycja gateziowa jest polgczona jesli kazda para jej krawedzi jest poltaczona.

Moéwimy, ze zbior X dzieli zbioér Y jesli zbiory Y N X i Y \ X sa oba niepuste. Dla
dekompozycji gateziowej T grafu G i dla A C E(G), przez s7(A) oznaczamy liczbe
zbiorow pokazywanych przez krawedzie grafu G ktore sg dzielone przez A.

Lemat 14.2. Niech T bedzie dekompozycjq gateziowq grafu G, A dowolnym pod-
zbiorem krawedzi grafu G, a W pewnym zbiorem pokazywanym przez pewnq krawed?
dekompozycji T'. Jesli sp(AUW) = sr(A), to A nie dzieli zbioru W.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze A dzieli zbior W. Zauwazmy, ze dla dowolnych
dwdéch zbioréw pokazywanych przez krawedzie dekompozycji gateziowej albo sg one
roztaczne albo jeden z nich jest podzbiorem drugiego. Stad, skoro A dzieli W, kazdy
zbiér pokazywany przez krawedz dekompozycji T ktory jest dzielony przez AU W,
jest tez dzielony przez A. Skoro sr(AUW) > sr(A), oznacza to, ze A i AUW dziela
doktadnie te same zbiory pokazywane przez krawedzie dekompozycji 7. To jednak
jest sprzeczno$é, gdyz zbiér A dzieli W, a AU W nie. O

Twierdzenie 14.3. Kazdy graf o szerokosSci gateziowej n ma polgczong dekompozycje
gateziowq o szerokosSci n.

Dowdd. Niech G bedzie grafem o szerokosci gateziowej n. Na potrzeby tego dowodu
rozwazamy tylko takie dekomozycje gateziowe (7', 7) grafu G, ze E(G) C V(T) i
7(e) = e dla e € E(G). Kazda dekompozycje (T,7) tej postaci utozsamiamy z
drzewem T'

Dla dekompozycji gateziowej T' grafu G, przez T} oznaczamy las w T indukowany
przez krawedzie o szerokosci co najmniej k. Dla lasu F' oznaczmy przez c( F) liczbe jego
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spojnych sktadowych. Kazdej dekompozycji gateziowej T' grafu G przyporzadkujmy
ciag 2n + 2 liczb:

o(T) = (|E(Ths1)], =c(Tnta), - - -, [ E(T0)|, —¢(Tp))-

Jesli dwie krawedzie lasu T}, pokazuja te same pary zbioréw krawedzi w T', to lezg w
jednej sktadowej, wiec dla kazdego G wartosé ¢(Ty) jest ograniczona przez wspolna
stalg dla wszystkich dekompozycji gateziowych T grafu G. Istnieje wiec dekompozycja
galeziowa T', dla ktorej ciag o(T) jest najwczes$niejszy leksykograficznie. Ustalmy
taka dekompozycje gateziowa T. Wéwcezas |E(T,41)| = 0, czyli T ma szeroko$¢ n.
Pokazemy, ze dekompozycja galeziowa T potaczona. Zalézmy nie wprost, ze tak
nie jest i niech e; i e; beda dwoma niepotaczymi krawedziami dekompozycji T
Oczywiscie e; # ey. Dla i € {1,2}, niech E; bedzie zbiorem pokazywanym przez
sktadowsg lasu T' — e; niezawierajacq es_; i niech x; bedzie koncem krawedzi e; w
sktadowej lasu T — e; zawierajacej es_;. Niech P oznacza $ciezke miedzy x1 a xo w T

Niech A bedzie takim podzbiorem krawedzi grafu G, ze £y C A C E(G) \ Es,
va(A) = v(Ey, Ey) i zbiér A dzieli najmniejsza mozliwa liczbe zbioréw pokazywanych
przez krawedzie dekompozycji T'. Zdefiniujmy nowe drzewo Tw nastepujacy sposob:
dlai € {1,2}, niech T} bedzie kopia sp6jnej sktadowej T'— e3_; zawierajacej e; i niech
T bedzie drzewem otrzymanym z T i T, przez dodanie nowej krawedzi a miedzy
kopig zo w T} a kopig wierzchotka x; w T5.

Drzewo T' przeksztalcamy w dekompozycje gateziowa grafu G, utozsamiajac kazda
krawedz e grafu G z jego kopia w T} jesli e € A albo z jego kopia w T jesli e & A.

Twierdzimy, ze

(%) jesli e jest krawedzig T a é jest jedng z jego kopii w T, to v6(é) < va(e), a
réownosé moze zachodzi¢ tylko gdy T, (a1 zawiera co najwyzej jedng kopie
krawedzi e.

Ze wzgledu na symetrie, mozemy w dowodzie wlasnosci (x) zatozy¢, ze é lezy w T}.
Oznaczmy przez W zbiér pokazywany przez sktadowa lasu T — e niezawierajaca
wierzchotka xo. Wéwezas yg(e) = v¢(W) 1 v¢(é) = vo(ANW). Z submodularnosci
funkcji v¢ dostajemy

Ya(8) +va(AUW) < vale) +va(A)

Ya
va(e) +va(Ey, Bs) < vale) +ya(AUW).

Zatem v5(€) < yg(e), a jesli zachodzi réwnosé, to vo(AU W) = v (A).

Od teraz zaktadamy, ze v¢(é) = 7g(e). To oznacza, ze vg(A U W) = v5(A) =
va(Ey, Ey), wige z definicji zbioru A, mamy sp(AU W) > sp(A). Z lematu 14.2,
zbior A nie dzieli wiec zbioru W. Zatem ktory$ ze zbioréw W N A1 W'\ A jest pusty.
W szczegélnoscei, vo(W N A) =0 lub yo(W \ A) = 0.
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Przypomnijmy, ze vg(€) = 7q(W N A). Jesdli krawedz e ma druga kopie e* w T, a
wiec w Ty, to ya(e*) jesli e € E(P) lub vg(e*) = vo(W \ A) jedli e & E(P). Zatem
co najwyzej jedna z krawedzi € i e* lezy w T, (a)+1. To konczy dowéd wlasnosci (x).

Skoro vg(a) = va(A), to a & E(T},) dla k > y5(A) + 1. Wiasnosé (x) implikuje wiec,
ze dla kazdego k > v5(A) + 1, kazda krawedZ w T jest kopia krawedzi z T}, oraz
kazda krawedz w Tk ma cO Najwyzej Jedn@ kopie w Ty,. Ponadto, jesli dla Jaklegos
k> v¢(A) + 1 mamy |E(T})| = |E(T})], to kazda krawedz lasu Tj ma kopie w T}
i kazda spdjna sktadowa lasu T jest kopia podgrafu lasu 7. Oznacza to wigc, ze
dla kazdego k > vq(A) + 1 zachodzi |E(T})| > |E(T})| i jesli |E(Ty)| = |E(Th)],
to ¢(Ty) < ¢(T}). Skoro o(T) < o(T) w porzadku leksykograficznym, oznacza to,
ze dla kazdego k > yg(A) + 1 mamy |E(T)| = |E(T})| i ¢(Tp) = e(T}), czyli
kazda spéjna skladowa lasu Tj, ma swoja kopie w T. To jednak dla k = yo(A) + 1
oznacza sprzecznosc: skoro e i e; nie sa polaczone w T', las T’ (4)4+1 zawiera Sciezke
indukowang przez E(P) U {e1,e;}, a Sciezka ta nie ma kopii w Tj. Otrzymana
sprzecznos¢ dowodzi, ze dekompozycja T' w istocie jest poltaczona. 0

14.2. Lemat o drzewach. Ukorzenionym drzewem nazywamy skonczone skierowane
drzewo w ktérym wszystkie wierzchotki z wyjatkiem jednego maja stopien wejsciowy
rowny 1. Ukorzenionym lasem nazywamy sume co najwyzej przeliczalnie wielu
wierzchotkowo roztacznych ukorzenionych drzew. Wierzchotki o stopniu wejsciowym 0
w ukorzenionym lesie nazywamy jego korzeniami, a wierzchotki o stopniu wyjsciowym
0 w ukorzenionym lesie nazywamy jego lisé¢mi lasu. Krawedzie wychodzace z korzeni
nazywamy krawedziami korzeniowymi, a krawedzie wchodzace do lisci nazywamy
krawedziami lisciowymi. Dla zbioru S krawedzi w ukorzenionym lesie F', przez up(S)
oznaczamy zbior wszystkich krawedzi lasu F' ktorych poczatkami sg konce pewnych
krawedzi w S.

n-etykietowaniem krawedziowym grafu G nazywamy funkcje z krawedzi grafu G w
zbiér {0,...,n}. Niech X\ bedzie n-etykietowaniem ukorzenionego lasu F' i niech e i

f beda dwoma krawedziami lasu F'. Piszemy e 2 f kiedy istnieje taka skierowana
Sciezka P w F' zaczynajaca sie w e i koniczaca w f, ze A(g) = A(e) = A(f) dla kazdej
krawedzi g na Sciezce P.

Lemat 14.4 (Lemat o drzewach). Niech F bedzie ukorzenionym lasem z n-
etykietowaniem krawedziowym A. Ponadto, niech X bedzie takim quasi-porzqdkiem na
E(F) bez nieskoniczonego ciggu Scisle malejgcego, ze f < e jesli e N f. Jesli < nie
jest dobrym quasi-porzgdkiem na E(F), to istnieje taki nieskoriczony antylanicuch A,
Ze < jest dobrym quasi-porzqdkiem na up(A).

Dowdod. Zatézmy, ze tak nie jest i niech F', n i A stanowia kontrprzyktad z n najmniej-
szym mozliwym. Oznaczmy przez N zbior wszystkich krawedzi lasu F' majacych
etykiete 0. Twierdzimy, ze N nie jest dobrze uporzadkowany. Zat6zmy nie wprost, ze
jest. Wéwezas aplikujac lemat do lasu F/ = F' — N i (n — 1)-etykietowania krawe-
dziowego X (e) = A(e) — 1, dostajemy taki nieskoniczony antytaricuch A, ze up(A)
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jest dobrze quasi-uporzadkowany przez <. Wowczas jednak up(A) C up(A) U N, co
oznacza, ze A spetnia lemat, czyli F', n i A nie stanowig kontrprzyktadu, sprzecznosé.

Skoro zbiér N nie jest dobrze uporzadkowany, to istnieje w nim nieskonczony ciag
ag, a1, ... ktory jest miezalezny, to znaczy taki, ze dla dowolnych dwéch nieujemnych
liczb catkowitych i i j, jesli ¢ < j, to a; X a;. Wybierzmy taki nieskonczony cigg
niezalezny ag, ay, ...w N, ze

(i) dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej k, jesli ay, % e dla pewnego e € N\ {ay},
to ciagu ay, ..., ai, e nie da si¢ rozszerzy¢ do nieskoniczonego ciggu niezaleznego
w N.

Zauwazmy, ze nie istnieja takie rézne nieujemne liczby catkowite i i j, ze a; N €
gdybysmy mieli ¢ > j, to ciag ag, aq, ...niebytby niezalezny, a gdybysmy mieli ¢ < 7,
to ciag ao, ..., a,—1, a; daloby si¢ rozszerzy¢ do nieskoricznego ciggu niezaleznego.

Skoro F' jest kontrprzyktadem a zbiér {ag, aq, ...} zawiera nieskoriczony antylaricuch,
to zbiér up({ag,ay,...}) nie jest dobrze quasi-uporzadkowany. Oznaczmy przez R
maksymalny las ukorzeniony o zbiorze korzeni up({ag, ai, ...}). Wowczas R réwniez
jest kontrprzyktadem dla lematu, gdyz dla kazdego zbioru krawedzi A w R mamy
ur(A) = up(A). Powtarzajac argument z poczatku dowodu, dostajemy, ze w lesie R
krawedzie o etykiecie 0 nie sa dobrze quasi-uporzadkowane przez <. Mozemy wiec w
R znalez¢ nieskonczony ciag krawedzi by, by, . ..o etykietach 0. Z konstrukeji R, dla
kazdej nieujemnej liczby catkowitej j istnieje unikalna nieujemna liczba catkowita
s(7), ze as(j) N b;. Wezmy taka nieujemng liczbe catkowity ¢, dla ktérej s(¢) jest
najmniejsze. Wowczas dla dowolnych nieujemnych liczb i1 7, jesli i < s(¢) i j > ¢,

to bj <X as(jy 1 a; L as), wiec a; X b;. Stad nieskoriczony ciag ao, ..., ase-1, b,
bes1, - - . jest niezalezny. To przeczy temu jak zostal wybrany element a,(). To konczy
dowdd lematu. ([l

Lasem binarnym nazywamy tréjke (F.4,r) gdzie F jest ukorzenionym lasem w ktérym
wszystkie korzenie majg stopien wyjscia 1 a £ i r sa takimi funkcjami okreslonymi
na nielisciowych krawedziach, ze dla kazdej nielisciowej krawedzi e w F', z konca
krawedzi e wychodza doktadnie dwie krawedzie, mianowicie £(e) i r(e).

Lemat 14.5. W kazdym nieskoriczonym ciggu xq, 1, ... w dobrym quasi-porzgdku
(X, X) istnieje taki nieskoniczony podciag Yo, Y1, -, 26 Yo S Y1 < - - .-

Dowdod. Zauwazmy, ze istnieje tylko skonczenie wiele nieujemnych liczb catkowitych
¢ dla ktérych nie istnieje taka liczba catkowita j, ze @ < j oraz x; < x;; istotnie, w
przeciwnym razie podcigg ztozony z elementow x; dla ¢ jak wyzej, przeczytby definicji
dobrego quasi-porzadku. Niech 7y bedzie taka nieujemng liczba catkowita, ze dla
i z; < x;. Nastepnie, niech dla kazdej dodatniej liczby catkowitej j, i; bedzie taka
liczba catkowita ze i1 < i; oraz x;,_, < x;;. Wowczas ciag yo, y1, - - - zadany przez
yj = z;, spelnia tezg¢ lematu. 0
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Lemat 14.6 (Lemat o drzewach kubicznych). Niech (F, ¢, r) bedzie nieskoriczonym
lasem binarnym z n-etykietowaniem krawedziowym \. Ponadto, niech < bedzie takim
quasi-porzqdkiem na E(F) bez nieskoriczonego ciggu scisle malejacego, ze f < e jesli
e f. Jesli krawedzie lisciowe sq dobrze quasi-uporzgdkowane przez <X a krawedzie
korzeniowe nie sq, to istnieje taki nieskonczony cigg eq, ey, ... nielisciowych krawedzi
w F, Ze

(i) zbior {eo,e1,...} jest antylaricuchem w <;

Dowadd. Aplikujac lemat 14.4 do F'; A i < otrzymujemy taki nieskonczony antytancuch
krawedzi A w <, ze up(A) jest dobrym quasi-porzadkiem. Skoro krawedzie liSciowe
lasu F' sa dobrze quasi-uporzadkowane, tylko skonczenie wiele krawedzi z A nie jest
lisSciowych. Usuwajac te krawedzie, mozemy zaltozy¢, ze zadna krawedz w A nie jest
liSciowa. Niech ¢, ¢y, ...bedzie nieskonczonym ciagiem w A. Aplikujac dwukrotnie
lemat 14.5, mozemy najpierw otrzymac taki nieskoniczony podciag dy, dy, . ..ciagu co,
¢ty ..y 2e £(dy) < €(dy) % ..., a nastepnie taki nieskoniczony podciag ey, ey, ... ciagu
do, di, ..., ze T(eg) X r(e1) < .... Wowezas ciag e, €1, . ..spelnia lemat. O

14.3. Grafy o ograniczonej szerokosci gateziowej. Ukorzenionym grafem na-
zywamy pare (G, X) gdzie G jest grafem i X C V(G). Ukorzeniony graf (G, X;)
jest minorem ukorzenionego grafu (Ga, X»), jesli | X;| = | X5 i istnieje taka funkcja
¢ przypisujaca wierzchotkom grafu (G; roztaczne spéjne podgrafy grafu G, ze dla
kazdej krawedzi uwv € E(G1), grafy ¢(u) i ¢(v) sa polaczone krawedzia w G i dla
kazdego x € X, graf ¢(y) zawiera (dokladnie jeden) wierzchotek z X5. Taka funkcje
¢ nazywamy (G1, X1)-modelem w (Ga, X3) Jesli ¢y jest (G, X1)-modelem w (G, X5)
a ¢ jest (Gg, Xo)-modelem w (G5, X3), to mozemy zdefiniowaé (G, X;)-model ¢10¢s
w (Gg,Xg) jako

(010 da)(u) = G

U V(¢2(v))] :

vEV (¢1(u))
Stad relacja bycia minorem na ukorzenionych grafach jest quasi-porzadkiem.

Lemat 14.7. Niech G bedzie grafem a Ey i Eq takimi zbiorami, zZe Ey C Ey C E(G).
Dla i € {1,2} niech G; = G[E;]. Jesli vq(E1) = vo(Er, E(G) \ E2) = v6(Es), to
ukorzeniony graf (G1,Lc(Ey)) jest minorem ukorzenionego grafu (Go,T'c(Es)).

Dowdd. Niech k = vg(E1) = va(E2). Skoro v6(Ey, E(G) \ E2) = k, to z twierdzenia
Mengera G zawiera k roztacznych V(G[E\])-V(G[E(G) \ Es]) éciezek Py, ... PF.
Kazda z tych Sciezek ma wszystkie krawedzie w Es \ Fj i konce w zbiorach I'¢(E}) i
Lg(Es). To, ze (G1,T'¢(F1)) jest minorem (Go,T'¢(FE2)), jest wiec $wiadczone przez
funkcje ¢ gdzie ¢(u) = G[{u}] dla v € V(G1) \T'¢(E1) adlay € I'g(EL), ¢(y) jest
ta ze Sciezek Py, ..., Py, ktora zawiera y. 0

Twierdzenie 14.8. Kazdy zbior grafow o ograniczonej szerokosci gateziowej jest
dobrze quasi-uporzgdkowany relacjqg bycia minorem.



STRUKTURALNA TEORIA GRAFOW 71

Dowdd. Niech G bedzie zbiorem graféw z ktorych kazdy ma szeroko$é co najwyzej
n i zatozmy nie wprost, ze nie jest on dobrze quasi-uporzadkowany relacja bycia
minorem. 7 twierdzenia 14.3, dla kazdego G € G istnieje potaczona dekompozycja
galeziowa (T¢, 7¢) o szerokosci co najwyzej n. Mozemy zalozy¢, ze kazde drzewo
T jest ukorzenione w lidciu nienalezacym do obrazu funkcji 74 oraz ze drzewa
T sa parami wierzchotkowo roztaczne. Dla G € G i e € E(Tg), niech E¢ bedzie
zbiorem pokazywanym przez sktadowa T — e niezawierajaca korzenia drzewa Ty
Oznaczmy przez F sume wszystkich drzew Tz dla G € G. Ponadto, niech G¢ = G[E¢],
X¢ =T¢(E°) oraz A(e) = yg(e).

Niech (F,¢,r) bedzie ukorzenionym lasem binarnym, gdzie F' jest suma wszystkich
drzew Ty dla G € G a (i r sa wybrane dowolnie. Definiujemy quasi-porzadek <
na krawedziach lasu F gdzie e < f jedli ukorzeniony graf (G/, X/) jest minorem
ukorzenionego grafu (G¢, X°¢).

Sprawdzmy, ze spelnione sg zatozenia lematu 14.6. Jesli dla dwoch krawedzi e i
f nalezacych do Tg mamy e ~5 f, to MNE') = ME/E(G) \ EY) = A\EY), a
zatem z lematu 14.7 ukorzeniony graf (G/, X/) jest minorem ukorzenionego grafu
(G°, X®), czyli f X e. Quasi-porzadek < oczywiscie nie ma nieskoniczonych ciagéw
scisle malejacych. Kazdej krawedzi lisciowej e w F', odpowiadajacy ukorzeniony graf
(G°, X¢) ma co najwyzej jedna krawedz i co najwyzej dwa wierzchotki, wiec krawedzie
lisciowe sa dobrze quasi-uporzadkowane przez <. Krawedziom korzeniowym lasu
F odpowiadaja ukorzenione grafy (G,0) dla G € G, wiec z zaloZenia nie wprost,
krawedzie korzeniowe nie sg dobrze quasi-uporzadkowane przez <. Istotnie wiec,
(F,0,r), A i X speiaja zalozenia lematu 14.6.

WezZmy wiec taki nieskonczony ciag krawedzi eq, e1, ... w F' ktory spelnia warunki
((1)), ((i1)) 1 ((iii)) lematu 14.6.

Dla kazdej nieujemne;j liczby catkowitej 4, niech ¢F bedzie (G*¢), X*¢))-modelem
w (GHe+1) | XUer1)) i niech ¢f bedzie (G™(¢), X7(¢))-modelem w (G"(¢i+1) XT(€ir1)),
Niech @f: X% — 11 ... n}ipf: X7 — {1 ... n} beda rézmowartosciowymi
etykietowaniami zbioréw X o) i X7(¢0) Dla kazdej dodatniej liczby calkowitej 1,
zdefiniujmy etykietowania oF: X — {1, ... n}i@f: X7 = 11 ... n} w taki
sposéb, ze jesli x € XU { V((pho---0pl )(z))NXHe) = {y}, to ¥ (x) = ¢F(y) oraz
analogicznie, jedli z € X7 i V((¢flo---0¢f )(2))NXTE) = {y}, to pli(x) = pR(y).

Niech 7 i j beda takimi nieujemnymi liczbami catkowitymi, ze ¢ < j oraz
{(p(2), i (2)) 1 2 € XN X"} = {(p (2), 9 () s 0 € XIS N X7,

Niech ¢* = ¢f o---0¢f | oraz ¢" = ¢[To- -0l |. Wowezas (G, X ) jest minorem
(G%,X%), co jest Swiadczone przez nastepujacy (G, X% )-model ¢:

¢L(u> jesli u € V(G@(Bi)) \ Xr(ei)’
d(u) = P (u) U df(u)  jeshi u € XHe) n X,
¢R(U) jesli u € V(Ge(ri)) \Xﬁ(ei).
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To oznacza, ze e; < e;, co przeczy temu, ze zbiér {eg, ey, ...} jest antylancuchem w
<. O

Twierdzenie 14.9 (Uogélnione Twierdzenie Kuratowskiego). Dla kazdej powierzchni
Y istnieje taki skoriczony zbidr grafow {G, ..., Gy}, ze kazdy graf da sie zanurzyé w
> wtedy @ tylko wtedy, gdy Zaden z grafow Gy, ..., G, nie jest minorem tego grafu.

Dowdd. Rozwazmy klase wszystkich graféw G o tej wtasnosci, ze grafu G nie da sie
zanurzy¢ w 3 ale kazdy wtadciwy minor grafu G da sie zanurzy¢ w X. Twierdzimy, ze
klasa ta zawiera tylko skonczenie wiele parami nieizomorficznych graféw. Zatézmy nie
wprost, ze klasa ta zawiera nieskonczony ciag (Go, Gy, . . .) parami nieizomorficznych
graféw. Z twierdzenia 13.3 istnieje dodatnia liczba catkowita m, ze zaden z graféow
GG; nie zawiera kraty J,, jako minoru. Zatem z twierdzenia o kracie grafy GG; maja
ograniczong szeroko$¢ drzewiasta. Wobec tego istnieje taka liczba n, ze kazdy z
graféw G; ma szeroko$¢ galeziowa co najwyzej n. Z twierdzenia 14.8 znajdziemy
takie i i j, ze @ # j oraz G; < G, co stol w sprzecznoscig z tym, ze grafy G; i G; sa
nieizomorficzne i kazdy wtasciwy minor G; da si¢ zanurzy¢ w 3. O
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