STRUKTURALNA TEORIA GRAFOW

MARCIN BRIANSKI I PIOTR MICEK

STRESZCZENIE. Notatki do wykladéw w ramach kursu Strukturalna teoria grafow
prowadzonego w semestrze letnim 2023/2024 na Uniwersytecie Jagielloriskim. To

jest trzecia edycja kursu'.

SPIS TRESCI

Wstep 3
1. Wprowadzenie do minoréw 3
2. Jakosciowe” twierdzenia strukturalne 9
3. Gestosc i liczba chromatyczna grafow bez K,.-minoru 13
4. Grafy bez ustalonego drzewa jako minoru 19

(M. Brianiski, P. Micek) INSTYTUT INFORMATYKI ANALITYCZNEJ, WYDZIAL MATEMATYKI I
INFORMATYKI, UNIWERSYTET JAGIELLONSKI

E-mail address: marcin.brianski@gmail.com, piotr.micek@tcs.uj.edu.pl.

Date: 1 marca 2024 godz. 15:12.

Notatki z drugiej edycji sa tutaj.


https://piotrmicek.staff.tcs.uj.edu.pl/strukturalna/2020/docs/strukturalna-2020-wyklad.pdf

2 M. BRIANSKI I P. MICEK

WSTEP

strona kursu: https://piotrmicek.staff.tcs.uj.edu.pl/strukturalna/
zrodla, materiaty:

e pierwsza edycja kursu byla wzorowana na kursie Jima Geelena Introduction
to Graph Minors wyktadanym na Uniwersytecie w Waterloo na jesieni 2016;
nagrania 24 wykladéw dostepne sg na jego stronie;

o krotkie ale jakze pojemne notatki Sergieja Norina napisane dla kursu Graph
Minor Theory prowadzonego na Uniwersytecie McGill w Montrealu w 2017 r.;

o Graphs on Surfaces Bojana Mohara i Carstena Thomassena to kompendium
wiedzy o powierzchniach w teorii grafow;

» praca przegladowa Ken-ichiego Kawarabayashiego i Bojana Mohara Some recent
progress and applications in graph minor theory

o rozdziat Graph Minors w ksiazce Reinharda Diestela Graph Theory jest po-
wszechnie uwazany za najlepsze wprowadzenie do strukturalnej teorii grafow;
ksigzka jest dostepna tutaj.

1. WPROWADZENIE DO MINOROW

Grafy planarne sg obiektem intensywnych badan jeszcze od czaséw, gdy nie mozna
byto méwié o teorii graféw. Hipoteza o czterech barwach byla motorem napedo-
wym badan pokolen matematykéw takze po 1976 r., czyli po odkryciu pierwszego
komputerowo wspomaganego dowodu hipotezy. Charakteryzacje graféw planarnych
w terminach zabronionych minoréw, to byé¢ moze pierwsze twierdzenia budujace
dzisiejsza teorie minoréw w grafach; zaskakujaco gteboki wycinek kombinatoryki z
wieloma powiazaniami w matematyce i informatyce. Jednym z naturalnych uogdlnien
twierdzenia o czterech barwach jest hipoteza Hadwigera, ktora jest powszechnie
uwazana za jeden z najwazniejszych otwartych probleméw w teorii grafow.

Zacznijmy jednak od poczatku. Mowimy, ze graf jest zanurzony w plaszczyzne,
jesli jego wierzchotkami sa rézne punkty plaszczyzny, kazda krawedz grafu jest
krzywa’ na plaszczyznie miedzy punktami bedagcymi koncami tej krawedzi i wnetrze
zadnej krawedzi nie zawiera zadnego wierzchotka grafu ani nie przecina zadnej innej
krawedzi. Grafem planarnym nazywamy graf, ktéry jest izomorficzny z pewnym
grafem zanurzonym w ptaszczyzne.

Grafy planarne maja wiele ciekawych i gtebokich wtasnosci. Dla przyktadu, twierdze-
nie Koebego (ang. circle packing theorem) moéwi, ze kazdy graf planarny jest grafem
stycznosci pewnej rodziny kot na ptaszczyznie, patrz Rysunek 1. 7 takiej reprezentacji
natychmiast wynika, ze kazdy graf planarny ma zanurzenie w ptaszczyzne takie, ze
wszystkie krawedzie sg odcinkami.

2Tutaj przez krzywg rozumiemy homeomorficzny obraz przedzialu domknietego [0, 1]. Jesli krzywa
e jest obrazem przedziatu [0, 1] przez homeomorfizm f: [0,1] — e, to méwimy, ze krzywa e jest
miedzy punktami f(0) a f(1), a jej wnetrzem nazywamy obraz f((0,1)) przedzialu otwartego (0,1).


https://piotrmicek.staff.tcs.uj.edu.pl/strukturalna/
http://www.math.uwaterloo.ca/~jfgeelen/CO749/lectures.html
http://www.math.mcgill.ca/snorin/math599w2017/Notes.pdf
https://link.springer.com/article/10.1007/s00373-006-0684-x
http://diestel-graph-theory.com/
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RYsSUNEK 1. Graf planarny i jego reprezentacja jako graf stycznosci
rodziny kot.

Aby uzasadnié, ze rozwazany graf jest planarny, najtatwiej po prostu go narysowac
na plaszczyznie. Jak uzasadnié, ze rozwazany graf nie jest planarny? Okazuje sie,
ze jesli wypracujemy odpowiednie pojecie podstruktury w grafie to istnieja jedynie
dwie przeszkody dla planarnosci. W ten sposéb dochodzimy do kluczowych definicji
dla tego kursu.

Modelem gratu H w grafie G jest funkcja ¢ przyporzadkowujaca kazdemu wierzchot-
kowi v € V(H) spéjny podgraf ¢(v) grafu G, a kazdej krawedzi e € E(H) krawedz
¢(e) € E(G) w taki sposéb, ze

(i) V(¢(u)) NV (é(v)) =0 dla réznych u,v € V(H);
(ii) dla kazdej krawedzi uv grafu H, krawedz ¢(uv) ma koiice w V(p(u)) 1 V(o (v)).

Graf H jest minorem grafu G, jesli G ma model H. Piszemy wtedy H < G.

e

RYsUNEK 2. Wizualizacja modelu minoru w grafie. Po lewej zotte
obszary odpowiadaja podgrafom ¢(v) grafu G dlav € V(H). Po prawej
z6tte obszary to wierzchotki grafu H.

Cwiczenie. Wykazaé, ze graf H jest minorem grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy
mozemy otrzymac graf izomorficzny do H rozpoczynajac od G i wykonujac cigg
operacji:
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(i) usuniecie wierzchotka;
(ii) usuniecie krawedzi;
(iii) kontrakcja krawedzi, czyli $ciagniecie krawedzi taczacej dwa wierzchotki u i v
do jednego wierzchotka, ktérego sagsiadami sg te wierzcholki, ktore sgsiaduja z
u lub v.

Wspomniane dwie przeszkody dla planarnoéci grafu to minor K5 i minor K 3.

Twierdzenie 1.1 (Kuratowski 1930; Wagner 1937). Graf G jest planarny wtedy i
tylko wtedy, gdy G nie zawiera Ky ani K33 jako minoru.

Grafy planarne to nie jedyna naturalna klasa graféw scharakteryzowana w terminach
zabronionych minoréow. Graf G jest lasem, jesli nie zawiera cyklu jako podgrafu.
Latwo widaé, ze G jest lasem wtedy i tylko, gdy K3Z G. Graf G jest zewnetrznie
planarny, jesli G ma takie zanurzenie w plaszczyzne, ze wszystkie wierzchotki G
leza na jednej (zewnetrznej) $cianie’. Okazuje sie, ze G jest zewnetrznie planarny
wtedy i tylko, gdy K3 G i K4% G. Kolejny przyktad to grafy bez $ciezki na k
wierzchotkach, jako podgrafu. Latwo widaé, ze P, € G wtedy i tylko wtedy, gdy
P.Z£G.

Klasa graféw G jest zamknieta na branie minoréw, jezeli dla kazdego G € G wszystkie
minory grafu GG naleza do G.

Zauwazmy, ze wszystkie rozwazane powyzej klasy graféw sg zamkniete na branie
minoréw. Dla przyktadu przyjrzyjmy sie grafom planarnym: jesli G ma zanurzenie w
plaszczyzne to w oczywisty sposéb po usunieciu dowolnego wierzchotka lub krawedzi
powstaly graf wcigz ma zanurzenie w plaszczyzne; jesli zas skontraktujemy krawedz
to mozemy otrzymac zanurzenie nowego grafu modyfikujac zanurzenie wyjsciowego
grafu, patrz Rysunek 3.

RYSUNEK 3. Po lewej: zanurzenie grafu w ptaszczyzne. Po prawe;j:
zanurzenie grafu otrzymanego po kontrakeji krawedzi uv. Nowy wierz-
chotek narysowany jest na miejscu wierzchotka u.

Okazuje sie, ze wszystkie wymienione charakteryzacje sa szczegdlnymi przypadkami
glebokiego twierdzenia—ot6z kazda klasa zamknieta na branie minoréw ma skonczona
liste grafow, ktére ja charakteryzuja w terminach zabronionych minoréw.

Twierdzenie 1.2 (Robertsona-Seymoura). Dla kazdej klasy G zamknietej na branie
minorow istnieje skonczony zbior grafow {Hi, ..., Hx} o tej wlasnosci, ze G sklada
sie doktadnie z tych grafow, dla ktérych zZaden z Hy, ..., Hy nie jest minorem.

3Pojecie §ciany zostanie sformalizowane w rozdziale ?? o grafach na powierzchniach.
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Dla dowolnej klasy G zamknietej na branie minoréw, mozemy rozwazy¢ najmniejszy
zbiér {Hy, ..., Hx} zabronionych minoréw ktéry charakteryzuje klase G. Zbiér ten
jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu graféw i oznaczamy
go przez Forb(G). Zatem zbiér Forb(G) jest maksymalna rodzing takich nieizomor-
ficznych grafow H, ze H nie nalezy do G, ale kazdy wtasciwy minor grafu H nalezy
do G.

Zanim Robertson i Seymour udowodnili swoje twierdzenie, byto ono znane jako
hipoteza Wagnera. W literaturze mozemy znalez¢ kilka réwnowaznych wypowiedzi
tego wyniku.

Cwiczenie. Wykazaé, ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

(i) Kazda zamknieta na branie minoréw klasa graféw G jest okreslona przez pewien

skonczony zbiér {Hy, ..., Hy} zabronionych minoréw, to znaczy taki zbior, ze
G sktada sie doktadnie z takich graféw G, ze zaden graf H; nie jest minorem G.

(ii) Z kazdego nieskonczonego zbioru graféw da sie wybraé¢ dwa takie, ze jeden jest
minorem drugiego.

(iii) Istnieje przeliczalnie wiele klas graféw zamknietych na branie minoréw.

(iv) Dla kazdej zamknietej na branie minoréw klasy graféw problem przynaleznosci
do klasy jest rozstrzygalny.

Neil Robertson i Paul Seymour przedstawili dowéd twierdzenia 1.2 w serii prac
zatytutowanej Graph Minors publikowanych w latach 1983-2011. Seria ta sktada sie
z ponad 20 prac obejmujacych tacznie prawie 750 stron.

Dla dowolnej klasy graféw G zamknietej na branie minoréw mozemy rozwazy¢ problem
decyzyjny przynaleznosci podanego na wejsciu grafu do G. Z twierdzenia 1.2 wiemy,
ze rozwigzanie tego problemu sprowadza sie do rozwigzania:

Problem H-MINOR-TESTING.

Wejscie: graf G
Wyjscie: TAK, jesli H jest minorem G, NIE w przeciwnym przypadku.

Robertson i Seymour opracowali algorytm, ktéry dla ustalonego grafu H rozwiazuje
H-MINOR-TESTING w czasie O(n?), gdzie n = |V (G)|. Pod koniec 2016 roku Bruce
Reed oglosil istnienie algorytmu dziatajacego w czasie O(n).

Przyjrzyjmy sie teraz przyktadom klas graféw zamknietych na branie minorow.

Jeden sposéb w jaki mozemy zdefiniowac¢ takie klasy, to przez pewne zabronione
podstruktury, ktére mozemy wyrazi¢ w terminach zabronionych minoréw. Przykta-
dowo, klasycznie las jest definiowany jako graf, ktory nie zawiera cyklu jako podgrafu.
Jednakze, jak juz wspomnielidmy, jest to réwnowazne temu, ze graf nie zawiera cyklu
(5 jako minor. Podobnie, klase graféw niezawierajacych $ciezki na k wierzchotkach
(w sensie podgrafu) mozna zdefiniowa¢ jako klase graféw bez Pp-minoru. Klasa
graféw bez k roztacznych cykli to klasa graféw zdefiniowana przez zabronienie grafu
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sktadajacego sie z k roztacznych trojkatow jako minoru. Klasa grafow bez cyklow
dhugosci wigkszej niz k to klasa grafow zdefiniowana przez zabronienie Cj. jako
minoru. Klasa graféw o co najwyzej k wierzchotkach to klasa zdefiniowana przez
zabronienie K}, ) jako minoru.

Wiele klas graféow zamknietych na branie minoréw mozna zdefiniowaé topologicznie.
Grafy planarne to te grafy, ktére mozna zanurzy¢ w plaszczyznie. Zgodnie z twier-
dzeniem Wagnera, dla klasy graféw planarnych mamy dwa zabronione minory: Kj i
K3 3. Ogolniej, dla dowolnej zwartej dwuwymiarowej rozmaitosci topologicznej, czyli
powierzchni®, grafy zanurzalne w nig tworza klase zamknieta na branie minoréw. Dla
ptaszczyzny rzutowej lista zabronionych minoréw sktada sie z 35 graféw, a dla torusa
nie jest znana petna lista zabronionych minoréw, wiadomo, ze jest ich co najmniej
16 tysiecy. Grafy zewnetrznie planarne mozna scharakteryzowaé jako te, ktére da
si¢ tak zanurzy¢ w dysku, aby wszystkie wierzchotki lezaty na brzegu. Ponownie,
mozemy ten przyktad uogélni¢ do dowolnej dwuwymiarowej rozmaitosci topologicznej
z brzegiem i klasa graféw zanurzalnych w te rozmaitosé¢ ze wszystkimi wierzchotkami
na brzegu utworzy nam klas¢ zamknieta na branie minorow.

Latwo przekonad, sie, ze w przestrzen tréjwymiarows da sie zanurzy¢ wszystkie grafy.
Mozemy jednak otrzymaé ciekawe klasy graféow, gdy bedziemy rozwazac jedynie
takie grafy, ktore da sie tak zanurzy¢ w przestrzen trojwymiarows, by byt speliony
pewien dodatkowy warunek. Jezeli bedziemy wymagaé¢, by w zanurzeniu zadne dwa
cykle nie byty potaczone tak jak dwa kolejne ogniwa w tancuchu, to otrzymamy klase
zamknietg na branie minoréw (ang. linklessly embeddable graphs). Klasa ta moze
by¢ scharakteryzowana za pomocg listy siedmiu zabronionych minoréw. Podobnie,
jesli rozwazymy klase graféw ktéra da sie tak zanurzy¢ w przestrzen, aby zaden cykl
nie tworzyl wezla, to réwniez otrzymamy klase zamknieta na branie minoréw (ang.
knotlessly embeddable graphs). Nie jest znany algorytm, ktéry rozstrzyga, czy graf
nalezy do tej klasy. Jednak na mocy twierdzenia Robertsona-Seymoura wiemy, ze
taki algorytm istnieje. Nie jestesmy jednak w stanie skonstruowac tego algorytmu
i nawet, gdyby$my mieli taki algorytm, to nie umieliby$my o nim pokazaé ze jest
prawidtowy!

DG

RYSUNEK 4. Zabronione struktury w linklessly embeddable graphs
(dwa potaczone cykle) i w knotlessly embeddable graphs (wezel).

Mozemy réwniez definiowac¢ klasy zamkniete na branie minoréow strukturalnie, roz-
wazajac grafy dla ktorych pewien parametr jest ograniczony. Parametrem, ktory
jest dla nas szczegdlnie wazny jest szerokos¢ drzewiasta. Nieformalnie, szerokosé

4Patrz rozdziat 7?7
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drzewiasta grafu opisuje jak bardzo ten graf przypomina drzewo — im mniejsza
szerokos¢ drzewiasta, tym wicksze podobienstwo do drzewa. Szerokos¢ drzewiasta
tw(G) (ang. treewidth) grafu G to najmniejsza taka liczba k, ze istnieje drzewo T'
oraz rodzina {7, : u € V(G)} poddrzew drzewa T o tej wlasnosci, ze

(i) dla kazdej krawedzi uv grafu G drzewa T, i T, sie przecinajg oraz
(ii) kazdy wierzchotek drzewa T nalezy do co najwyzej k + 1 poddrzew T,,.

DlaT oraz {T, : u € V(G)} jak wyzej mozemy rozwazy¢ rodzine B = {B; : t € V(T)},
gdzie dla kazdego wezta t € V(T'), By = {u € V(G) : t € V(T,)}. Wowczas spetnione
sg warunki:

(Tl) UteV(T) By = V(G),

(T2) dla kazdej krawedzi uv € E(G) istnieje t € V(T') o tej wlasnodci, ze u,v € By,

(T3) dla dowolnych weztéw ty,to,t3 € V(T'), jezeli ty lezy na Sciezce miedzy weztami
tl i t3 w T, to Bt1 N Bts g Btg'

Dekompozycjq drzewiastg grafu G mnazywamy dowolng pare (7,B), spelnia-
jaca warunki (T1)—(T3). Szerokoscig dekompozycji (T,B) nazywamy warto$é
maxey (1 |Bi| — 1. Szeroko$¢ drzewiasta grafu G mozna réwnowaznie zdefiniowaé
jako najmniejsza szerokos¢ dekompozycji drzewiastej tego grafu. Zbiory B; nazywamy
workami dekompozycji.

Cwiczenie. Wykazaé, ze jesli H < G, to tw(H) < tw(G). Zateam dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej k, grafy o szerokosci drzewiastej co najwyzej k tworza
klase zamknieta na branie minoréw.

Rozwazmy klase wszystkich grafow o szerokosci drzewiastej co najwyzej k. Dla
k = 1 zabroniony minor to K3, dla k = 2 zabroniony minor to K,. Dla k = 3 lista
zabronionych minoréw liczy 4 grafy (patrz Rysunek 1).

Ks Ks229 Cs x Ky 7%

RYSUNEK 5. Zabronione minory dla grafow o szerokosci drzewiastej
co najwyzej 3.

Mozemy tez otrzymywaé¢ nowe klasy zamkniete na branie minoréw z innych za
pomoca konstrukcji. Dla dowolnej klasy graféw G oraz nieujemnej liczby catkowitej,
niech G** oznacza klase wszystkich graféw G o tej wlasnoéci, ze po usunieciu pewnych
co najwyzej k wierzchotkéw z G mozna otrzymac graf z klasy G.
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Cwiczenie. Wykazaé, ze jezeli G jest zamknieta na branie minoréw, to G* réwniez
jest zamkni¢ta na branie minoréw.

Przykladowo, jezeli G jest klasa graféw planarnych, to G to tak zwane grafy
apeksowe (ang. apex graphs) czyli klasa takich graféw, z ktérych mozna otrzymacé
graf planarny przez usuniecie co najwyzej jednego wierzchotka. Jezeli zas G jest klasg
laséw, to GTF jest klasa graféw dla ktérych istnieje zbiér rozrywajacy cykle (ang.
feedback vertex set) mocy co najwyzej k. Inna operacja pozwalajaca na otrzymanie
nowej klasy zamknietej na branie minoréw z innej jest domkniecie na sumy klikowe.
Jesli G7 i G5 sa takimi dwoma grafami, ze ich przecigcie K = G; N G5 jest wspdlng
klika tych graféw oraz niech F' C E(K), to graf (G1UGs)— F nazywamy sumg klikowg
(ang. clique-sum) graféw G i Gy. Dla dowolnej klasy grafow G, jej domknieciem na
sumy klikowe nazywamy zbiér wszystkich graféw, ktére mozemy otrzymac z graféw
w klasie G za pomocg wielokrotnych operacji sumy klikowej.

Cwiczenie. Wykazaé, ze jezeli G jest zamknieta na branie minoréw, to jej domkniecie
na sumy klikowe rowniez jest zamkniete na branie minoréw.

Przyktadowo, domkniecie klasy wszystkich graféw o mocy co najwyzej k + 1 na sumy
klikowe jest klasa wszystkich grafow o szerokosci drzewiastej co najwyzej k.

2. ,,JAKOSCIOWE” TWIERDZENIA STRUKTURALNE

Gloéwnym narzedziem uzytym przez Robertsona i Seymoura w dowodzie ich twierdze-
nia jest tak zwane twierdzenie o strukturze graféw (ang. graph structure theorem).
Twierdzenie o strukturze graféw jest najwazniejszym owocem prac Robertsona i Sey-
moura majacym liczne zastosowania w kombinatoryce i algorytmice. Charakteryzuje
ono klasy graféw bez pewnego K,-minoru jako te, dla ktorych istnieje powierzchnia,
ze wszystkie grafy w klasie mozna otrzymac lekko modyfikujac zanurzenia graféow
w te powierzchnie. Wypowiedz tego twierdzenia jest do$¢ techniczna i podamy ja
pozniej, gdy poznamy wszystkie pojecia potrzebne do sformutowania jej.

Dla wszystkich n nie wigkszych niz 5 znamy charakteryzacje graféw bez K,-minoru,
ktore opisuja prosta strukture takich graféw. Grafy bez Ksz-minoru to po prostu
lasy, grafy bez K ;-minoru to grafy o szerokosci drzewiastej co najwyzej 2. Grafy
bez Ks-minoru to grafy, ktére mozna otrzymac za pomoca sum klikowych dowolnej
liczby graféw planarnych oraz kopii grafu Wagnera (patrz rysunek 6). To sa jednak
szczegolne przypadki, a dla n > 6 nie znamy doktadnej charakteryzacji gratéw bez
K,,-minoru.

Twierdzenie o strukturze graféw nie daje nam peinej charakteryzacji grafow bez
K,,-minoru, a zamiast tego podaje charakteryzacje klas grafow w ktorych nie znaj-
dziemy dowolnie duzych klik jako minoréw. Jest to wiec przyktad ,,jakosciowego”
twierdzenia strukturalnego. Ponizej podamy kilka przyktadéw jakosciowych twierdzen
strukturalnych.
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RYSUNEK 6. Sklejenie dwu triangulacji i grafu Wagnera.

Jako najprostszy przyktad rozwazmy nie grafy bez duzych klik jako minoréw a bez
dtugich Sciezek jako minorow. Strukture takich graféw mozna opisa¢ w terminach
parametru zwanego gtebokoscig drzewiasta.

Ukorzenionym lasem nazywamy sume roztacznych ukorzenionych drzew. Wysokoscig
ukorzenionego lasu F' nazywamy maksymalng liczbe wierzchotkéw na $ciezce od
korzenia do liscia w F. Domkniecie clos(F') ukorzenionego lasu F', to graf powstaty
przez dodanie w F' krawedzi taczacych kazdy wierzchotek z wszystkimi jego przodkami.
Glebokos¢ drzewiasta (ang. treedepth) grafu G, oznaczana td(G), to najmniejsza liczba
k taka, ze istnieje ukorzeniony las F' o wysokosci k taki, ze G C clos(F).

3x3 F i clos(F) 3 x 3 C clos(F)

RYSUNEK 7. Krata 3 x 3 zanurzona w domkniecie drzewa wysokosci 5.

Cwiczenie. Wykazaé, ze jesli H< G, to td(H) < td(G). Zatem klasa graféw o
gtebokosci drzewiastej co najwyzej k jest zamknieta na branie minoréw.

Cwiczenie. Wykaza¢, ze $ciezki maja dowolnie duza gtebokosé¢ drzewiasta.

Nieformalnie, strukturalne twierdzenie dla Sciezek mowi, ze graf zawiera dtuga Sciezke
wtedy i tylko wtedy gdy ma duza gtebokos¢ drzewiasta. Formalna wypowiedz jest
nastepujaca.

Twierdzenie 2.1. Dla kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) istnieje k € N, Ze zZaden graf w C nie zawiera Sciezki Py, jako minoru,
(ii) istnieje d € N, ze td(G) < d dla kazdego G € C.
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Dowéd. Dla dowodu implikacji (i) = (ii), zat6zmy, ze Py nie jest minorem zadnego
grafu w C i niech G € C. Niech F' bedzie dowolnym ukorzenionym lasem DFS grafu
G. Wtedy wysokos¢ F' to co najwyzej k — 1 bo kazda $ciezka od korzenia do liscia
w F' jest Sciezka w G. Zauwazmy, ze G C clos(F') bo kazda krawedz grafu G taczy
przodka z potomkiem w lesie DFS. Zatem td(G) < k — 1, co konczy dowdd pierwsze;
implikacji.

Implikacja (ii) = (i) wynika z faktu, ze $ciezki maja nieograniczona glebokosé
drzewiasta, ktérego dowdd zostawiliSmy jako ¢wiczenie. 0

Kolejny przyklad dotyczy graféw, ktére nie zawieraja wielu roztacznych cykli (jako
podgraféw). Dla ustalonego k, jaka strukture maja grafy bez k roztacznych cykli?
Zwracamy uwage, ze graf nie zawiera k roztacznych cykli wtedy i tylko wtedy gdy
nie zawiera on minoru k x Cs (to jest k roztacznych kopii 3-cyklu). Zauwazmy, ze
jesli z grafu mozna usunaé¢ mniej niz k wierzchotkow tak aby pozostate wierzchotki
indukowaly las, to graf ten nie zawiera k rozltacznych cykli, gdyz kazdy cykl w grafie
musi zawiera¢ ktorys z usunietych wierzchotkéw. Okazuje sie, ze jesli graf nie zawiera
wielu roztacznych cykli, to zawsze mozna z niego otrzymac las usuwajac ,niewielki”
zbior wierzchotkow. Mowi o tym nastepujace powszechnie znane twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 (Erd&s-Pésa, 1965). Istnieje funkcja f(k) = O(klogk) taka, ze
dla kazdego k > 1 i kaZdego grafu G zachodzi:

(i) G ma k rozlgcznych cykli lub
(ii) istnieje podzbior X C V(G) taki, ze | X| < f(k) oraz G — X nie ma Zadnych
cykli (jest lasem).

Funkcja O(klog k) w powyzszym twierdzeniu jest najlepsza mozliwa. Twierdzenie
to udowodnimy przy okazji dowodu twierdzenia o kracie, z gorszg ztozonoscia funk-
cji f. Nawet z ta gorsza funkcja mozemy wywnioskowaé nastepujace strukturalne
twierdzenie dla graféw bez wielu roztacznych cykli.

Whniosek 2.3. Dia kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

i) istnieje k € N, Ze zaden graf w C nie zawiera k rozlgcznych cykli,

i) istnieje k € N, Ze Zad C ni era k rozl h cykli

(ii) istnieje m € N, Ze dla kazdego G € C istnieje taki zbior wierzcholkow X, Ze
| X| <m oraz G — X jest lasem.

Nieformalnie wiec, graf nie zawiera wielu roztacznych cykli wtedy i tylko wtedy gdy
ma on maly zbiér rozrywajacy wszystkie cykle.

Rozwazmy teraz klase graféw bez ustalonego drzewa, czy tez lasu, jako minoru. Takie
klasy bedziemy mogli opisa¢ przy pomocy szerokosci $ciezkowej.

Dekompozycjq $ciezkowq grafu G nazywamy dekompozcje drzewiasta (7', B) grafu G
w ktorej T' jest Sciezka. Szerokosé Sciezkowa G, oznaczana przez pw(G), to najmniej-
sza szeroko$¢ dekompozycji Sciezkowej GG. Dowdd ponizszego twierdzenia zostanie
rozpisany w jednym z kolejnych rozdziatéw.
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RYSUNEK 8. Graf z klasy Hy.

Twierdzenie 2.4 (Bienstock, Robertson, Seymour, Thomas; 1983). Dia kazdego
n-wierzchotkowego lasu F i dla kazdego grafu G,

jesli pw(G) =2 n —1, to FXG.
Cwiczenie. Wykazaé, ze drzewa moga mie¢ dowolnie duzg szeroko$é éciezkows.

Whiosek 2.5. Dla kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) istnieje k € N, Ze dla kazdego G € C zachodzi pw(G) < k,
(ii) istnieje taki las H, Ze dla kazdego G € C zachodzi H 4 G.

Kolejny przyktad jest jednym z najwazniejszych twierdzen w teorii minoréw i dotyczy
grafow, ktore nie zawierajg ustalonego grafu planarnego jako minoru. Niech n i m
bedg dodatnimi liczbami naturalnymi. Krata n x m to graf o zbiorze wierzchotkow
{1,...,n}x{1,...,m} w ktérym wierzchotki (i, j) oraz (¢, j') sa potaczone krawedzia
jesli | —i| + |7 — j| = 1. Krate n x n bedziemy oznaczaé przez B,.

Twierdzenie 2.6 (o kracie, Robertson, Seymour; 1986). Istnieje taka funkcja f, Ze
dla kazdej liczby naturalnej n i dla kazdego grafu G,

jesli tw(G) = f(n), to B, xG.

Obecnie najlepsze znane ograniczenie dla funkcji f to O(n® poly logn) podane przez
Chuzhoy i Tana w 2019.

Jako ze kazdy graf planarny jest minorem pewnej kraty, otrzymujemy nastepujacy
wniosek.

Whniosek 2.7. Istnieje taka funkcja f, ze dla kazdego grafu planarnego H,
jesli HZ G, to tw(G) < f(H).

Cwiczenie. Jak duza krata jest potrzebna, aby kazdy n-wierzchotkowy graf planarny
byt jej minorem?

Z drugiej strony, jesli rozwazymy graf nieplanarny H, to klasa graféw niezawierajacych
H jako minoru zawiera wszystkie grafy planarne i w szczegolnosci wszystkie kraty.
Poniewaz, kraty maja dowolnie duza szeroko$¢ drzewiasta (patrz é¢wiczenie ponizej),
grafy z takiej klasy maja nieograniczona szeroko$¢ drzewiasta. Otrzymujemy wiec
charakteryzacje graféow planarnych.
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Cwiczenie. Wykazaé, ze kraty maja dowolnie duza szerokos$é drzewiasta. (Juz
niedtugo zobaczymy jak dowodzi¢, ze szerokos¢ drzewiasta jest duza. Poki co, chodzi
o0 to aby zmierzy¢ sie z tym samemu i doj$¢ do jakiejkolwiek funkcji f(k) takiej, ze
tw(Bsw) = k)

Whniosek 2.8. Dia kazdej klasy grafow C nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(i) istnieje k € N, Ze dla kazdego G € C zachodzi tw(G) < k,
(ii) istnieje taki graf plananry H, Ze dla kazdego G € C zachodzi H 4 G.

3. GESTOSC I LICZBA CHROMATYCZNA GRAFOW BEZ K,-MINORU

Dla niepustego grafu G, przez 6(G) oznaczamy najmniejszy stopienn wierzchotka
grafu G, przez d(G) oznaczamy Sredni stopien wierzchotka w G, czyli d(G) =
2|E(G)|/|V(G)], a przez A(G) oznaczamy najwiekszy stopien wierzchotka w G.
Oczywiscie 0(G) < d(G) < A(G). Gestoscig ¢(G) grafu G nazywamy stosunek
|E(G)|/|V(G)]. Oczywiscie e(G) = d(G)/2.

W tym rozdziale rozwazamy nastepujacy problem natury ekstremalnej: jaka jest
najmniejsza liczba m, ze kazdy graf o n wierzchotkach i m krawedziach zawiera
K, jako minor? Na analogiczne pytanie, w ktérym zamiast minoréw rozwazamy
podgrafy, odpowiada twierdzenie Turdna. Dla liczb naturalnych n i r, graf Turdna
T(n,r) to graf powstaly przez podziat n wierzchotkéw na r mozliwie réwnych czesci
i dodanie krawedzi pomiedzy wierzchotkami w réznych czesciach.

Twierdzenie 3.1 (Turdn 1941). Dla dowolnych takich liczb naturalnych n i r, ze
r = 2 sposrod wszystkich grafow n-wierzchotkowych bez K, jako podgrafu, najwiecej
krawedzi ma graf Turdna T'(n,r —1).

Jako ze |E(T(n,r — 1))| > $n?2=3%, widzimy, ze dla ustalonego r > 2, istnieje n-
wierzchotkowy graf o §rednim stopniu Q(n) bez K, jako podgrafu. Aby wymusi¢ K,

jako minor wystarczy duzo mniejszy sredni stopien.
Propozycja 3.2. Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej r i kazdego grafu G,
jesli d(G) > 2772, to K, < G.

Dowdd. Prowadzimy indukcje wzgledem r. Dla r < 2 wynik jest oczywisty. Przyj-
mijmy wiec, ze » > 3 i niech G bedzie grafem o srednim stopniu co najmniej
2772 Niech H bedzie takim minorem grafu G, ze éredni stopien H wynosi co
najmniej 2772, ale kazdy niepusty wlasciwy minor H ma $redni stopienn mniejszy
niz 2" 2. Wowczas 2|E(H)|/|V(H)| = 2772, czyli e(H) = |E(H)|/|V(H)| = 2"73.
Graf H jest niepustym grafem bez wierzchotkéw izolowanych. Ustalmy dowolny
wierzchotek = € V(H). Wéwczas dla kazdego y € Npy(x), wierzcholki x i y
maja co najmniej 2"~ wspdlnych sgsiadéw w H; istotnie, w przeciwnym razie
mielibySmy e(H/zy) > (E(H) — 2"73)/(V(H) — 1) > 2773, Stad wynika, ze graf
H[Ng(x)] ma minimalny stopiefi > 2"73. Na mocy zaloZenia indukcyjnego mamy
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wiec K, 1 < H[Ng(z)]. Model grafu K, w H[Ny(x)] mozemy rozszerzy¢ do mo-
delu grafu K, w H, gdzie nowy wierzchotek modelowany jest zbiorem {z}. Zatem
K, < H <G, co konczy dowdd. O

Okazuje sie, ze wystarczy mie¢ ograniczenie d(G) > cry/logr dla pewnej stalej
¢ aby wymusi¢ K, < G. Wiadomo tez, ze powyzsze ograniczenie O(rv/logr) jest
asymptotycznie optymalne.

Innym naturalnym problemem ekstremalnym jest maksymalna gestos¢ graféw bez
K, jako minoru topologicznego. Modelem topologicznym grafu H w grafie G jest
funkcja ¢ ktéra przypisuje kazdemu wierzchotkowi v € V(H) wierzchotek ¢(v) grafu
G, a kazdej krawedzi e € E(H) $ciezke ¢(e) w grafie G w taki sposéb, ze

(i) ¢(u) # ¢(v) dla réznych wierzchotkéw u,v € V(H),
(ii) dla kazdej krawedzi uv € E(H) $ciezka ¢(uv) ma kotice w ¢(u) i ¢(v) oraz
(iii) Sciezki ¢(e) i ¢(€') sa roztaczne poza koncami dla dowolnych dwu réznych
krawedzi e, ¢ € E(H).

Jezeli istnieje model topologiczny grafu H w grafie G, to méwimy, ze H jest minorem
topologicznym grafu G i piszemy H <op G

Cwiczenie.

(i) Jesli H =40p G, to H=<G.
(ii) Istniejg takie H i G, ze H < G ale H %40, G.
(iii) Jesli stopien kazdego wierzchotka grafu H wynosi co najwyzej 3, to H <G
implikuje H <op G.

Pokazemy, ze grafy o odpowiednio duzym $rednim stopniu zawierajg K, jako minor
topologiczny.

Propozycja 3.3. Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej r i kazdego grafu G,
jeli d(G) = 23, to K, <op G-

Zanim przejdziemy do dowodu, udowodnimy dwa pomocnicze lematy.

Lemat 3.4. KazZdy graf G zawierajgcy co najmniej jedng krawedz ma taki podgraf
H, ze 6(H) > e(H) > ¢(G).

Dowdéd. Rozwazmy procedure polegajaca na sukcesywnym usuwaniu wierzchotkéow o
stopniu nie wickszym od gestosci grafu, az do momentu gdy juz nie bedzie takich
wierzchotkéw. Za kazdym razem gdy usuwamy wierzchotek o stopniu nie wigkszym niz
gestosé grafu, otrzymujemy graf o nie mniejszej gestoéci. Poniewaz G ma co najmniej
jedna krawedz, e(G) > 0. Zatem procedura musi sie zakonczy¢ na niepustym podgrafie,
gdyz e(K7) = 0. Otrzymamy wiec taki ciag podgraféw G = Gy 2 G; 2 -+ 2 Gy,
o gestosciach co najmniej (G), ze §(G;) < e(G;) dla i € {0,...,k — 1} oraz
d(Gk) > e(Gg). Stad graf H = Gy, spelnia 6(H) > e(H) > ¢(G). O
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Lemat 3.5. Kazdy graf G ma cykl o dlugosci co najmniej §(G)+1 (o ile 6(G) = 2).

Dowéd. Niech xq ...z, bedzie najdtuzsza Sciezka w grafie G. Wéwcezas kazdy z co
najmniej 0(G) sasiadéw wierzchotka xq lezy na tej Sciezce. Najwieckszy taki indeks 4,
ze x; jest sasiadem xy musi wiec spetniaé¢ i > 6(G). Stad zoxy ... x;x0 jest szukanym
cyklem. O

Dowdéd Propozycji 3.3. Propozycja jest prawdziwa dla r < 2. Zalézmy wiec, ze r > 3.
Udowodnimy indukcyjnie, ze dla kazdego m € {r,..., (;)}, jesli d(G) = 2™, to
istnieje minor topologiczny H grafu G o r wierzchotkach i m krawedziach.

Rozwazmy najpierw przypadek m = r. Na mocy lematu 3.4, istnieje podgraf H grafu
G, ze 6(H) > e(H) > ¢(G) = 2! > r + 1. Zatem, na mocy lematu 3.5 graf H
zawiera cykl dtugosci co najmniej r. Stad C, <top H C G, czyli C, jest szukanym
minorem topologicznym.

Teraz zatozmy, ze r < m < (;) Graf GG musi zawiera¢ sktadowg majaca nie mniejsza
gesto$¢ niz on sam, wiec zawezajac sie do tej sktadowej mozemy zatozy¢, ze G
jest spojny. Mamy d(G) > 2™, wiec (G) > 2™ L. Niech U bedzie maksymalnym
podzbiorem V(G) o tej wlasnosci, ze G[U] jest spdjny i e(G/U) > 2™~1. Zbiér U
jest dobrze zdefiniowany, bo mozemy wzia¢ jako U dowolny zbidér jednoelementowy
i wowczas G/U = G. Niech H = G[Ng[U]]. Gdyby istnial taki wierzchotek v, ze
di(v) < 271, to dla zbioru U’ = U U {v} mielibyémy £(G/U") > ECE2" L 5

V(G/U)|-1
2m|_|‘1/((|g%§|U_ )1||*1) > 2m~1 co przeczyloby maksymalnosci zbioru U. Zatem d(H) >

§(H) > 2™ ' Na mocy zalozenia indukcyjnego, w grafie H znajdziemy model
topologiczny grafu o r wierzchotkach i m — 1 krawedziach. Dodajac do tego modelu

Sciezke pomiedzy dwoma niesasiadujacymi wierzchotkami (sa takie bo m — 1 < (;)),
ktorej wszystkie wewnetrzne wierzchotki s w U, otrzymujemy model topologiczny
grafu o r wierzchotkach i m krawedziach. O

Okazuje sig, ze wystarczy mie¢ $redni stopien Q(r?) aby wymusi¢ K, <iop G 1 to
ograniczenie jest asymptotycznie optymalne.

Jak widzimy, minimalne ograniczenia na $redni stopien wymuszajace minora czy
minora topologicznego sa dobrze znane. Mozemy z nich wywnioskowa¢ analogiczne
ograniczenia na liczbe chromatyczna.

Cwiczenie. Kazdy graf G o x(G) > k ma podgraf H taki, ze d(H) >k — 1.

Istnieje wiec taka stala ¢, ze jesli x(G) = cry/logr to K, < G. Jedna z najwazniejszych
hipotez w teorii graféw mowi jednak, ze wystarczy liniowe ograniczenie dolne na
liczbe chromatyczng.

Hipoteza 3.6 (Hadwiger 1943). Dia kazdej dodatniej liczby naturalnej r i kazdego
grafu G,
jesli x(G) = r, to K, < G.
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Od lat osiemdziesiatych Q(r+/logr) bylo najlepszym znanym ograniczeniem na liczbe
chromatyczng wymuszajacym K,-minora. W 2019 roku Norin, Postle i Song opubli-
kowali przetomowsg prace—Breaking the degeneracy barrier for coloring graphs with
no K; minor—w ktérej pokazuja argument potrzebujacy jedynie x(G) = Q(r(logr)?)
dla dowolnego 8 > 1/4. Obecnie wiadomo, ze wystarczy x(G) = Q(rloglogr) aby
wymusi¢ K, < G, co wykazali Delcourt i Postle.

Zbiér wierzchotkéw S w grafie G jest niezalezny jesli zadne dwa wierzchotki w tym
zbiorze nie sg potaczone krawedzig. Moc najwickszego zbioru niezaleznego w grafie
G oznaczamy przez o(G). Wspélczynnikiem niezaleznosci (ang. independence ratio)

niepustego grafu G nazywamy stosunek HO‘/((g))‘ W dowolnym wtlasciwym kolorowaniu

n-wierzchotkowego grafu ¢ kolorami istnieje n/c wierzchotkéw w tym samym kolorze
i wierzcholki te tworza zbidér niezalezny, wiec dla dowolnego grafu G mamy «o(G) >

|‘;((g)) | ‘Z((g)) L < X(G). Hipoteza Hadwigera implikuje wiec, ze kazdy
graf w ktorym odwrotno$é¢ wspotezynnika niezalezno$ci wynosi co najmniej r, ma

K,-minor. Pokazemy, ze zachodzi to gdy zastapimy ograniczenie dolne r przez 2r.

lub réwnowaznie

Twierdzenie 3.7 (Duchet, Meyniel). Dia kazdej dodatniej liczby naturalnej r i
kazdego niepustego grafu G,

V(G)
a(G)

jesli > 2r, to K, <xG.

Dowdd. Twierdzenie dowodzimy indukcyjnie wzgledem r. Dla r = 1 twierdzenie jest
spelnione w trywialny sposéb. Zatézmy wiec, ze > 2. Niech G bedzie grafem takim,
ze |Z((g))| > 2r. Zauwazmy, ze ograniczajac sie do pewnej spéjnej sktadowej mozemy
zatozy¢, ze G jest spéjny. Jest tak, gdyz jesli G jest suma roztaczna dwoch niepustych
grafow G i G, to

VOl a6y VG alG) V(G

a(G) a(Gr) +a(Gy)  a(Gy)  a(Gy) +a(Gy)  a(Gs)

V(G| — V(G
2@ S ald

a zatem dla pewnego i € {1,2}

Konstruujemy zbiér niezalezny S w G oraz spojny podgraf H w G jak nastepuje.
Najpierw wybieramy dowolny wierzchotek u € V(G) i bierzemy S = {u} oraz
H = G[{u}]. Bedziemy iteracyjnie powieksza¢ zbiér S oraz podgraf H utrzymujac
jako niezmiennik, ze S jest zbiorem niezaleznym w G, H jest spdjny, S C V(H)
oraz |[V(H)| < 2|S| — 1. W momencie gdy kazdy wierzchotek z V(G) \ S sasiaduje
w G z pewnym wierzchotkiem ze zbioru S przerywamy konstrukcje. Zatézmy, ze w
grafie GG istnieje wierzchotek v spoza S ktory nie sasiaduje z zadnym wierzchotkiem
w S. Skoro G jest spéjny, to mozemy zatozy¢, ze odlegtos¢ v od zbioru S wynosi
doktadnie 2, tzn. istnieje Sciezka P o dwu krawedziach ktorej jednym koncem jest v
a drugi koniec nalezy do S. W tym przypadku zastepujemy zbiér S i graf H zbiorem
S U{v} oraz grafem H U P. Latwo przekonad sig, ze po kazdym takim kroku zostaja
zachowane niezmienniki.

W wyniku powyzszej konstrukeji otrzymujemy podzbiér wierzchotkéw S oraz podgraf
H grafu G, ktore spetniaja opisane w konstrukcji niezmienniki, a ponadto kazdy
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wierzcholek z V(G)\ V(H) ma sasiada w zbiorze S. Skoro S jest zbiorem niezaleznym
w G, to |S]| < a(G), a wiec

V(H)| <2|S|—1<2a(G) <2- |V2(f)| = [V(G)|/r.
Kazdy zbiér niezalezny w G — V(H) jest zbiorem niezaleznym w G, wiec
a(G -V (H)) o a(G) B 1 a(G) o 1

V@ -VH)] = A-1/nV(G)]  (r=1/r [V(G)] ~2(r-1)

Na mocy zalozenia indukcyjnego w G — V' (H) istnieje model grafu K, ;. Model
ten mozemy rozszerzy¢ do modelu grafu K, modelujac nowy wierzchotek grafem H,
ktéry jest spojny i sasiaduje ze wszystkimi wierzchotkami w V(G) \ V(H). O

Przejdziemy teraz do przyktadu zastosowania ograniczen na stopien wymuszajacych
minor. Dla dwéch zbioréw wierzchotkéw A i B w grafie G, A-B $ciezkqg nazywamy
taka Sciezke P = vy ... vg, ze V(P)NA = {vo} 1 V(P)NB = {vy}. Zbiér wierzchotkéw
X separuje zbiory A1 B w G, jedli kazda A-B $ciezka w G zawiera wierzchotek z X.
Méwimy wtedy, ze X jest A-B separatorem.

Twierdzenie 3.8 (Menger 1927). Niech G bedzie grafem i niech A i B bedq pod-
zbiorami V (G). Wtedy minimalny rozmiar A-B separatora jest réwny maksymalnej
liczbie rozlgeznych A-B Sciezek.

Niech G bedzie grafem, a X C V(G) podzbiorem zbioru jego wierzchotkéw. Méwimy,
ze X jest polgczony w G jesli dla dowolnego [ > 1 oraz dla dowolnych réznych wierz-
chotkéw sy, ..., 8, t1,...,t; w X istniejag roztaczne wierzchotkowo sciezki Py, ..., B,
w G takie, ze P, ma konice w s; i t; oraz nie ma wierzchotkéw wewnetrznych w X.
Jesli graf G spehia |V (G)| > 2k oraz kazdy podzbiér X C V(G) o mocy co najwyzej
2k jest potaczony, to méwimy, ze G jest k-polgczony.

Zatem grafy k-potaczone sa (2k — 1)-sp6jne. Okazuje sig, ze réwniez odpowiednio
duza spojnos¢ grafu gwarantuje jego k-potaczonosc.

Twierdzenie 3.9 (Jung, 1970; Larman i Mani 1970). Istnieje funkcja f taka, zZe dla
kazdego k > 1 kazdy graf f(k)-spojny jest k-polgczony.

Dowdd. Niech f(k) = h(3k)+ 2k, gdzie h(r) jest taka liczba, ze kazdy graf o srednim
stopniu co najmniej h(r) zawiera K, jako minor topologiczny. Na mocy propozycji 3.3,

mozemy wzigé h(r) = 2(3).

Wykazemy, ze f spelnia warunek z tezy. Niech G bedzie grafem f(k)-spojnym.
Woéwczas G zawiera Ksj jako minor topologiczny. Ustalmy model topologiczny grafu
K3 w G iniech U C V(@) bedzie zbiorem wierzchotkéw reprezentujacych wierzchotki
K3, Wezmy dowolne rozne wierzchotki sq,..., sk, t1,...,tx w G. Graf G jest 2k-
spojny, wiec na mocy twierdzenia Mengera istnieje rodzina wierzchotkowo roztacznych

sciezek P ={Py,..., Py, Q1,...,Qx} taka, ze

o kazda $ciezka P; ma jeden koniec w s;,
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o kazda $ciezka (); ma jeden koniec w t;, oraz
o kazda Sciezka w P ma jeden koniec w U i nie ma wierzchotkéw wewnetrznych w

U.

Wybieramy P w taki sposéb, zeby zminimalizowa¢ liczbe krawedzi poza ustalonym
modelem topologicznym Kjy.

Niech uy,...,u; beda wierzchotkami z U wolnymi od Sciezek w P. Ustalmy ¢ €
{1,...,k}. Niech u € U bedzie korficem P; w U, a u' € U konicem @); w U. Niech L;
bedzie u;u-Sciezka, a M; bedzie u;u’-Sciezky reprezentujacymi krawedzie w naszym
modelu. Idac od wierzchotka u; wzdtuz $ciezki L; rozwazmy pierwszy wierzchotek
x; na tej Sciezce ktéry lezy na Sciezce z rodziny P. Twierdzimy, ze x; musi lezec
na sciezce P;. W przeciwnym wypadku z; lezy na pewnej Sciezce X € P i X nie
ma wspolnego konca z L;. To oznacza, ze Sciezka X musi odgatezi¢ sie od Sciezki
L; i pierwsza krawedz X poza L; bedzie krawedzig poza ustalonym modelem Ksy.
To jednak oznacza, ze mogliSmy wybra¢ rodzing P optymalniej kierujac $ciezke X
wzdhiz L; do wierzchotka w;. Niech y; bedzie analogicznie wybranym przecieciem
Sciezki M; oraz ();.

Dla kazdego i € {1,...,k} definiujemy Sciezke s;P;x;L;u; M;y;Q;t;. Rodzina tych
Sciezek jest szukanym potaczeniem wierzchotkow sy, ..., s, z t1,. .., 1. U

Powyzszy dowod gwarantuje istnienie funkeji f(k) = O(k?). Wiadomo, ze twierdzenie
jest prawdziwe dla pewnej liniowej funkcji f.

Twierdzenie 3.10 (Thomas i Wollan, 2005). Niech G bedzie grafem i k > 1. Jesli
G jest 2k-spojny oraz d(G) > 16k, to G jest k-polgczony. Zatem grafy 16k-spdjne sq
k-potgczone.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w trzecim rozdziale ksigzki Diestela.

Zakonczymy ten rozdzial do$é¢ zaskakujaca na pierwszy rzut oka obserwacja. Otoz
mozemy zagwarantowaé¢ dowolnie duzg klike jako minor juz w grafach o minimalnym
stopniu 3, jesli ograniczymy od dotu dtugo$¢ najmniejszego cyklu. Najtatwiej to
zobaczy¢ wymuszajac po drodze minor o duzym S$rednim stopniu a potem aplikujac
propozycje 3.2.

Dtugosé sciezki w grafie to liczba krawedzi w tej Sciezce. Zatem $ciezka jednowierzchot-
kowa ma dtugos¢ 0. Niech G bedzie grafem. Odleglosé pomiedzy dwoma wierzchotkami
r iy w G, oznaczana distg(z, y), to dlugosé najkrétszej Sciezki pomiedzy x iy w G, a
w przypadku gdy nie ma Sciezki pomiedzy x i y przyjmujemy, ze distg(z,y) = co. W
sytuacji gdy kontekst grafu jest jasny bedziemy pisa¢ dist(z,y) zamiast distg(x,y).
Odlegtosé wierzchotka y od zbioru X dla X C V(G), to min,cx dist(x, y).

Talig girth(G) grafu G nazywamy dtugosé najkrétszego cyklu w G (jesli G nie ma
cyklu to talia jest nieskoriczona).
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Lemat 3.11. Niech d, k bedg liczbami naturalnymsi i niech d > 3. Niech G bedzie
grafem o minimalnym stopniu §(G) = d oraz talii girth(G) > 8k + 3. Wtedy G ma
minor H o minimalnym stopniu §(H) > d(d — 1)*.

Dowdéd. Rozwazmy maksymalny zbior X grafu G taki, ze dist(x,y) > 2k dla do-
wolnych dwu réznych z,y € X. Podzielimy teraz wierzchotki grafu G' na drzewa
ukorzenione w wierzchotkach z X. Niech TV = {z} dla kazdego # € X. Dla dowolnego
i < 2k, przyjmijmy, ze zdefiniowaliémy roztaczne drzewa T! dla x € X takie, ze w
sumie wierzchotki tych drzew to doktadnie wierzchotki w odlegtosci co najwyzej ¢ od
X w G. Dla kazdego wierzchotka y w odlegtosci doktadnie ¢ + 1 od X wybierzmy
jednego jego sasiada z w odlegtosci i od X i dodajmy krawedz yz do drzewa w ktorym
jest z. W ten spos6b generujemy rodzine drzew TM! dla x € X. Zauwazmy, ze kazdy
wierzchotek grafu G jest w odlegtosci co najwyzej 2k od X (z maksymalnosci zbioru
X). Zatem drzewa T2* dla x € X, pokrywaja wszystkie wierzchotki grafu G.

Niech H bedzie minorem G otrzymanym przez kontrakcje drzew T2¢ dla x € X.
Pozostaje wykazaé, ze §(H) > d(d — 1)*. Zauwazmy najpierw, ze kazde drzewo T2
jest indukowanym podgrafem G. Rzeczywiscie, gdyby byta jakakolwiek krawedz w G
pomiedzy wierzchotkami w V (T2*), ktéra nie jest w T2, to otrzymaliby$my cykl w
G dlugosci co najwyzej 2k + 2k + 1 ale girth(G) > 4k + 1, zatem takiej krawedzi
nie ma. Podobnie, istnieje co najwyzej jedna krawedZ pomiedzy wierzchotkami T2
a wierzchotkami Ty% dla dowolnych réznych x,y € X. Rzeczywiscie, gdyby byty
dwie krawedzie to zamykalyby one cykl w GG dtugosci co najwyzej 4k + 4k + 2 ale
girth(G) > 8k + 2, zatem nie ma takich dwu krawedzi. Zatem krawedzie pomiedzy
roznymi drzewami T2F dla z € X, indukujg rézne krawedzie w grafie H.

Ile zatem co najmniej jest krawedzi w grafie H? Zauwazmy, ze dla dowolnego
wierzchotka u w TH! kazdy sposréd d(u) > §(G) > d sasiadéw v w G musi by¢ w
TF C T?. Gdyby pewien taki sasiad v nalezat do Tsz dlay # x iy € X, to odlegtos¢
pomiedzy x i y wynosilaby co najwyzej 2k, przeczac definicji X. A zatem, kazde
drzewo T?* ma co najmniej d(d — 1)*7! lisci. Poniewaz kazdy 1i$¢ takiego drzewa
wyprowadza co najmniej d — 1 krawedzi na zewnatrz i kazda krawedz $wiadczy
inng krawedz w H dostajemy, ze kazdy wierzchotek H ma co najmniej d(d — 1)*
sasiadow. O

Powyzszy lemat wraz z propozycja 3.2 natychmiast implikuja co nastepuje.

Twierdzenie 3.12 (Thomassen 1983). Istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla
kazdego grafu G i dla kazdej liczby naturalnej r,

jesli 6(G) = 3 i girth(G) > f(r), to K. < G.

4. GRAFY BEZ USTALONEGO DRZEWA JAKO MINORU

Dekompozycjq Sciezkowq grafu G nazywamy taki ciag zbiorow (Wi,... W), ze
spelnione sa nastepujace warunki:
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(P1) WhU---UW, =V(G),
(P2) kazda krawedz grafu G ma oba konice w pewnym W;, oraz
(P3) W;, N W;, C W,, dla dowolnych iy, iz, i3, gdzie 1 < i; < iy < iz < s.

Szerokosé dekompozycji Sciezkowej (W1, ..., W) wynosi max{|W;| —1:1 < i < s}.
Szerokos$é Sciezkowa grafu G, oznaczana pw(G), to najmniejsza szeroko$é dekompozy-
cji $ciezkowej grafu G. Zauwazmy, ze jezeli (W71, ..., Wy) jest dekompozycja Sciezkowa
grafu G a H jest podgrafem G, to (W1 NV (H),...,WsNV(H)) jest dekompozycja
Sciezkowg grafu H.

Lemat 4.1. Dia kazdej nieujemnej liczby calkowitej n, petne drzewo ternarne o
gtebokosci n ma szeroko$c sciezkowq co najmniej n.

Dowdd. Lemat dowodzimy indukcyjnie. Niech T" bedzie pelnym drzewem ternarnym
o glebokosci n. Jedli n = 0, to T jest pojedynczym wierzchotkiem i pw(7T) = 0.
Zat6zmy wiec, ze n > 1 i niech v bedzie korzeniem 7. Wéwczas T'— v ma trzy spdjne
sktadowe Ty, T, i T3, i kazda z nich jest pelnym drzewem ternarnym o gtebokosci
n — 1. Wezmy dowolna dekompozycje Sciezkowa (W7, ..., W) drzewa T. Wystarczy
teraz pokazaé, ze pewien zbior W; ma rozmiar co najmniej n + 1.

Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze Wy # 01 W, # (). Wtedy niech P bedzie dowolng W1
W $ciezka (ona istnieje bo T' jest spéjny). Zauwazmy, ze dla kazdego i € {1,...,s}
mamy W; NV (P) # 0: gdyby dla pewnego indeksu ¢ mielibysmy W; NV (P) = 0, to
otrzymalibySmy podzial zbioru V' (P) na dwa niepuste zbiory (W, U---UW,_1)NV(P)
i (Wiga U---UW) NV (P) miedzy ktérymi nie ma zadnej krawedzi, co przeczyltoby
spbéjnosci P.

Sciezka P przecina co najwyzej dwa drzewa Ty, Ty i Ty, wiec bez straty ogélnosci
zaltézmy, ze V(P) N V(Ty) = 0. Na mocy zalozenia indukcyjnego, szerokosé induko-
wanej dekompozycji $ciezkowej (W, NV (T1),..., W, NV (Ty)) drzewa T wynosi co

najmniej n — 1, a wiec istnieje takie i € {1,...,s}, ze |W; N V(T1)| = n. Poniewaz
W, zawiera wierzcholek ze Sciezki P i V(P) NV (Ty) = 0, to dostajemy |[W;| > n+ 1
i P. To konczy dowdd indukeyijny. 0

Twierdzenie 4.2. Jesli pw(G) = n, to kazdy (n+ 1)-wierzcholkowy las jest minorem
grafu G.

Zanim przejdziemy do dowodu powyzszego twierdzenia, musimy wprowadzi¢ pare
oznaczen.

Brzegiem zbioru wierzchotkow X w grafie G nazywamy zbior 0X skladajacy sie ze
wszystkich tych wierzchotkow w X, ktére sa potaczone krawedzig z jakimkolwiek
wierzchotkiem spoza X w G. Méwimy, ze zbidr wierzchotkow X jest n-rozkladalny w
G jesdli istnieje taka dekompozycja Sciezkowa (W7, ..., Wy) grafu G[X], ze 0X C W
oraz szeroko$¢ dekompozycji jest mniejsza niz n (czyli |W;| <n dlai e {1,...,s}).
Dekompozycje te nazywamy czesciowq dekompozycjqg Sciezkowq grafu G. Jako ze
I(V(G@)) = 0, mamy pw(G) < n wtedy i tylko wtedy gdy zbiér V(G) jest n-
rozktadalny w G.
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Lemat 4.3. Niech Y bedzie n-rozktadalnym zbiorem w grafie G © niech Z C Y.
Jezeli istnieje |0Z| rozlgcznych Z-0Y Sciezek w G, to Z jest n-rozkladalny. Patrz
rysunek 9.

RYSUNEK 9. Zbiér Z C Y w ktérym |0Z] = 6. Sze$¢ Z — Y Sciezek
(w tym 3 trywialne).

Dowéd. Niech (W, ..., W) bedzie czeSciowa dekompozycja Sciezkowa grafu G Swiad-
czaca to, ze zbior Y jest n-rozkladalny. Dla kazdego i € {1,..., s}, definiujemy zbiér
W jako

W)= ((WrU---UW;)naz)u(W;nZ).

Pokazemy, ze (W7, ..., W!) jest cze$ciowa dekompozycja $ciezkowa ktora swiadezy o
tym, ze zbior Z jest n-rozktadalny. Najpierw uzasadnimy, ze jest to dekompozycja
Sciezkowa grafu G[Z]. Warunki (P1) i (P2) wynikaja z tego, ze W, NZ C W/ C Z
dlai € {1,...,s} oraz (Wy,..., W) jest dekompozycja Sciezkowa nadgrafu grafu
G[Z]. Dla dowodu (P3), niech 1 < iy < ip < i3 < 5. Wowczas

W' "W/ NoZ =W noz)yn(W. NnozZ
71 13 71 13

WiuU---UW,;,)Noz

Wiu---UuW,)noz C Wi

127

< (
< (
oraz skoro (W1,..., Wy) spehia (P3), to

(VVillmWi/3>\aZ§m1ﬂWistgVthZgVVi,z'

Zatem W] N W C Wy, czyli warunek (P3) jest spetniony. Faktycznie wigc

(W1, ..., W) jest dekompozycja Sciezkowa grafu G[Z].

Mamy 0Z = (W1 U---UW,)NOZ C W wiec pozostaje pokazaé, ze szerokos¢ dekom-
pozycji (W7, ..., W!) jest mniejsza niz n. Niech P bedzie rodzing |0Z| roztacznych
Z-0Y sciezek w G. Zauwazmy, ze kazda Sciezka w P ma koniec w 07 istotnie, jesli
taka $ciezka jest trywialna, to jej jedyny wierzchotek lezy w Z N oY C 07, a jesli
jest nietrywialna, to jej koniec w Z jest w 0Z. Poniewaz |P| = |0Z|, stad wiemy ze
kazdy element 0Z jest koricem pewnej $ciezki z P.

Rozwazmy ¢ € {1,...,s}. Zauwazmy, ze kazda $ciezka w P ktéra ma koniec w
(Wi U---UW,;)NIZ przecina W; a nawet W; \ (Z \ 072). Rzeczywiscie, taka Sciezka
ma jeden koniec w W7 U --- U W, a drugi koniec w 9Y C W, a zatem musi mie¢
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element w W; (a poniewaz jest to Z — 0Y-Sciezka, to nie moze mieé elementu w
Z \ 0Z). Poniewaz $ciezki w P sa roztaczne, mamy

nz Wil 2 |(Wiu---UW) NoZ| +|Win(Z2\0Z)| = [W].

Zatem (W], ..., W!) ma szeroko$¢ mniejsza niz n. To dowodzi, ze zbiér Z jest n-

rozktadalny. O

Méwimy, ze model ¢ grafu H w G jest ukorzeniony w zbiorze wierzchotkéw A jesli
[V(p(u)) N Al =1 dla kazdego u € V(H).

Dowdd twierdzenia 4.2. Niech G bedzie grafem spetniajacym pw(G) = n i niech F
bedzie (n+1)-wierzchotkowym lasem. Niech (v, . .., v,41) bedzie takim uporzadkowa-
niem wierzchotkéw lasu F', ze kazdy wierzchotek v;,, sasiaduje z co najwyzej jednym
wierzchotkiem ze zbioru {vy,...,v;}. Indukcyjnie dla kazdego i € {0,...n + 1} po-
kazemy, ze istnieje taki zbiér wierzchotkéw X' oraz model ¢’ lasu F[{v1,...,v;}] w
G[X7], ze jedli i < n, to

i) model ¢ jest ukorzeniony w 0X*
J y
(ii) X jest maksymalnym na inkluzje zbiorem, ktory jest n-rozktadalny i spetnia
|0X7| < 1.

W szczegdlnoéci powyzsze warunki implikuja, ze [0X;| = i. Jako X° mozemy wybraé¢
dowolny maksymalny na inkluzje n-rozkladalny zbiér speliajacy [0X°| = 0 (by¢
moze X = 0; ogblnie X to zbiér wierzchotkéw wszystkich spéjnych sktadowych
G o szerokosci $ciezkowej mniejszej niz n). Zatézmy, ze dla pewnego i € {0,...,n}
zdefiniowaliémy juz X' i niech ¢ bedzie modelem lasu F[{vy,...,v;}] w G[X"] uko-
rzenionym w 9X*. Skoro pw(G) > n, to zbiér V(G) nie jest n-rozkladalny, wiec
Xt £ V(G). Jedli v, nie sasiaduje z zadnym wierzchotkiem ze zbioru {vy, ..., v;}, to
niech  bedzie dowolnym wierzchotkiem ze zbioru V(G) \ X*. Jesli za$ v; 1, sasiaduje
z pewnym takim vj, ze j < i, to niech z bedzie dowolnym nienalezacym do X'
sasiadem jedynego wierzchotka w zbiorze V (4(v;)) N OX". Jezeli i = n, to mozemy
wzigé X = V(@) oraz model ¢'! zdefiniowany przez ¢! (v;) = ¢'(v;) dla j < i
oraz ¢! (vip1) = G[{z}].

Zalézmy wiec, ze i < n — 1 i pokazmy, ze istniejg X! oraz ¢! spetniajace warunki
(i) i (ii). Zdefiniujmy
X = X"U{z}.

Patrz rysunek 10. Jesli (W1,..., W) jest czeSciowa dekompozycja $ciezkows Swiad-
czaca n-rozkladalno$é zbioru X¢, to (Wy, ..., Wy, 0X" U {z}) jest czeSciowy dekom-
pozycja Sciezkowa $wiadczaca n-rozkladalno$é zbioru X. Zatem na mocy (ii), mamy
|0X| > 4. Skoro jednak 0X C dX'U{z}, to musi zachodzi¢ |0X| = |0X ' U{z}| = i+1.
Niech Y bedzie maksymalnym na inkluzje nadzbiorem zbioru X ktéry jest n-
rozkladalny i spelnia [0Y] < i+ 1. Zbiér Y bedzie naszym X+

Niech P bedzie najwieksza rodzing roztacznych X—-0Y Sciezek w G. Twierdzimy, ze
|P| =i+ 1 (czyli |P| =10Y| =i+ 1). Zalézmy dla dowodu nie wprost, ze |P| < i.
Na mocy twierdzenia Mengera istnieje taki X—0Y separator S, ze |S| = |P|, wigc
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z definicji separatora, kazdy wierzchotek w S nalezy do jednej $ciezki w P. Skoro
X CY, to kazda X-9Y Sciezka ma wszystkie wierzchotki w Y, wiec S C Y. Niech
Z bedzie sumg zbioru S oraz zbioréw wierzchotkéw tych spdjnych sktadowych grafu
G — S ktore zawieraja co najmniej jeden wierzchotek z X. Wowcezas 07 = S. Skoro
S jest X-0Y separatorem i S C Y, mamy Z C Y. Z kazdej z |0Z]| = | S| $ciezek w
P mozemy wybra¢ podéciezke od S do 9Y, wiec na mocy lematu 4.3 zbiér Z jest
n-rozkladalny. Skoro jednak X* ¢ X C Z, dostajemy sprzeczno$¢ z warunkiem (ii).

Faktycznie wigc |P| = i + 1. Skoro X C Y, kazda X—0Y Sciezka ma koniec w
0X. Niech Py, ..., Py bedg $ciezkami w P przy czym V(¢! (vy,)) NV (B) # 0 dla
ke{l,...,i}. Wtedy mamy z € V(P,;;). Definiujemy X' =Y oraz ¢"*(v;,) =
O (vp) U P, dla k€ {1,...,i}, za$ ¢ (v;41) = Piyy. O

T
G
TS

Xi

i

aYy
Y

RysuNEK 10. Krok w konstrukcji minoru lasu.
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