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(istnienie wielomianowego algorytmu implikuje P=NP)
(prosta redukcja z SAT)

dlatego szukamy aproksymacji.

Podejscie naiwne:
dane: F-formuta DNF, =, ¢

n = liczba zmiennych w F
C(F') = liczba spelniajacych wartosciowan

R(F) = &)

1. losujemy wartosciowanie n zmiennych jednostajnie
X = [warto$ciowanie spelia F|
E(X)=P(X =1)=Y = R(F)

on

2. powtarzamy wiele razy: Xq,...,X,,

3. tak wiele, aby Tw. dalo (¢, d)-aproksymacje
czyli m > 3In(2/6)/R(F)=2

4. czy 1/R(F) jest wielomianowe od |F| ~ n?
1/R(F)=2"/C(F)

Jesli C(F') = 2" /poly(n) to jest dobrze.




The DNF Counting Problem

Zliczanie wartoSciowan spelniajacych formuly boolowskie
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4. czy 1/R(F') jest wielomianowe od |F| ~ n?
1/R(F) =2"/C(F)
Jesli C(F') = 2" /poly(n) to jest dobrze.

Jesli C(F') jest mniejsze
(np. C(F) ~ poly(n)) to mamy problem.
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Jednostajnie?? ) )
Niech (a,i) € S

P(wybrano (a,i))




Podejscie lepsze:
dane: F-formuta DNF, =, ¢
n = liczba zmiennych w F
F=Civ(CyV---V(C
F prawdziwe < 3; C; prawdziwe

Zakladamy, ze w klauzulach niema ...z AT....

C; ma ¢; literaléw (czyli ¢; zmiennych)
dokladnie 274 warto$ciowan spetnia C;
SC; = wartoSciowania spelniajace C;

S ={(i,a)|i€t],a € SC;}

5] = S, 150, = XL 2nh
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SC; = wartoSciowania spelniajace C;

S ={(i,a)|i€t],a € SC;}

5] = S, 150, = XL 2nh

C(F) = liczba sp. wart. = | J!_, SC|
HNC(F) < |S!

RC; = SC\UZ1 SC;

R=1{(,a)|ie[t],aec RC;}

C(F) = IR

1. losujemy jednostajnie element (a,i) z S
X = [(a,9) € A] JAK?
B(X) =P(X =1) = = R(F)
2....03. ...
4. czy 1/R(F) jest wielomianowe od |F'| ~ n,t?
L/R(EF) = |S|/|R| <t
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wybierz jednostajnie wartosciowanie a z SC;
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Jednostajnie?? ) )
Niech (a,i) € S

P(wybrano (a,i))
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Podejscie lepsze:
dane: F-formuta DNF, =, ¢
n = liczba zmiennych w F
F=Civ(CyV---V(C
F prawdziwe < 3; C; prawdziwe

Zakladamy, ze w klauzulach niema ...z AT....

C; ma ¢; literaléw (czyli ¢; zmiennych)
dokladnie 274 warto$ciowan spetnia C;
SC; = wartoSciowania spelniajace C;

S ={(i,a)|i€t],a € SC;}

IS = 22:1 |SCi| = 25:1 2nt

C(F) = liczba sp. wart. = | J!_, SC|
HNC(F) < |S!

RC; = SC\UZ1 SC;

R=1{(,a)|ie[t],aec RC;}

C(F) = |1 1l

c(F)
' [S]

(
Bl

1. losujemy jednostajnie element (a,i) z S
X = [(a,4) € R] JAK?
B(X) =P(X =1) = = R(F)
2.... 3. ...
4. czy 1/R(F) jest wielomianowe od |F'| ~ n,t?
1/R(F)=|S|/|R| <t

7 prawdopodobiefs$twem % wybierz i € [t]
dla wylosowanego

wybierz jednostajnie wartosciowanie a z SC;
X = [a € RC;]- latwo sprawdzié

Jednostajnie?? ) )
Niech (a,i) € S

P(wybrano (a,i))

= P(wybrano ¢)P(wybrano a | wybrano 1)

1 1

[SC;l — 15]

Dostalismy FPRAS dla DNF Counting!
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a fully polynomial almost uniform sampler (FPAUS)
jesli dla wejscia x 1 parametru

umiemy generowaé c-jednostajna prébke ()(z)

w czasie wielomianowym od |z|,Iln(1/2).




Moc prébkowania

Definicja:

Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)
na skonczonej przestrzeni ()

daje =-jednostajng probke € jesli

inaczej:
dla kazdego S C 2 U jednostajny
[P(X €5)— (gl <= (UIPx —Ullrv <=

Definicja:

Majac dany problem obliczeniowy x — ()(x),
gdzie Q(x) to (duzy) zbidr rozwiazan méwimy, ze mamy
a fully polynomial almost uniform sampler (FPAUS)
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Moc prébkowania
Definicja:
Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)

na skonczonej przestrzeni ()

daje =-jednostajng probke € jesli
dla kazdego S C 2
S _
P(X €8)— (3] <=

inaczej:
U jednostajny

Definicja:

Majac dany problem obliczeniowy x — ()(x),
gdzie Q(x) to (duzy) zbidr rozwiazan méwimy, ze mamy
a fully polynomial almost uniform sampler (FPAUS)
jesli dla wejscia x 1 parametru

umiemy generowaé c-jednostajna prébke ()(z)
w czasie wielomianowym od |z|,Iln(1/2).

x 2% ~_jednostajna prébka ()

|[Px = Ullrv <=

Sampling — Counting

Wejscie: graf G

Pytanie: Tle jest zbioréw niezaleznych w G?

O((') = zbiory niezaleznych w G

Najpierw zalozymy, ze mamy FPAUS.
Pokazemy jak zrobi¢ FPRAS.

Na koncu wykladu pokazemy jak zrobi¢ FPAUS
w pewnym szczegélnym przypadku.

poly.

x 25 (g, 0)-aproksymacja |Q(x)]

FPAUS (approx. sampling) — FPRAS (approx. counting)
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e1,...,e, — krawedzie G P (

1‘ >1-4§
Gi= [V {e1,...,ei}) ) ) ¢
Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)

Gy, =G

OGO 19(GCe )l 12(G)|
26| = mEs e e

12(Gy)|
T = 1G]

QG| =7k rh—1 .2 20 Definicja:
potrzebujemy dobre przyblizenia r; Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)
jak dobre? daje (£, 9)-aproksymacje wartosci V jesli:

powiedzmy, ze s; przybliza r;

P(X -V|<V)>1-4

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie Lemat:

jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, d/k)-aproksymacja r;
Zakladamy: (I B e e AT ab R ) ) Y Jest (2/2k, 0/k)-aproksymacjq
to W spelnia Cel.

Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]
Chcemy: G 2, (¢, §)-aproksymacja |Q(G)] P(ls; —ri| < gzri) >1-2

P (‘Sl — 7“1" > ﬁ’l‘z) < %
Wejscie: graf G, parametry =, d

n = liczba wierzchotkow G | Cel: Taka zmienna W,
e1,...,e, — krawedzie G P (

1‘ >1-4§
Gi= [V {e1,...,ei}) ) ) ¢
Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)

Gy, =G

OGO 19(GCe )l 12(G)|
26| = mEs e e

12(Gy)|
T = 1G]

QG| =7k rh—1 .2 20 Definicja:
potrzebujemy dobre przyblizenia r; Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)
jak dobre? daje (£, 9)-aproksymacje wartosci V jesli:

powiedzmy, ze s; przybliza r;

P(X -V|<V)>1-4

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie Lemat:

jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, d/k)-aproksymacja r;
Zakladamy: (C H 225 e-jednostajna probka Q(H) ) Y Jest (</2k, o/k)-ap Symaa
to W spelnia Cel.
Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]
Chcemy: G 2, (¢, §)-aproksymacja |Q(G)] P(ls; —ri| < gzri) >1-2

P (‘Sl —7“1" > ﬁ’l‘z) < %

Wejscie: graf G, parametry =, d
k . k .
n = liczba wierzchotkéw G | Cel: Taka zmienna IV, ze P (Ui:lﬂsi =il > ﬁh}) < Eina P (Isi =il > zmi)
ko5 s
<E b
) > 14§ Zz—l k

e1,...,e, — krawedzie G
P( m((

Gi = (‘/7 {61,...761‘})
Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)
Gr,=G

OGO 19(GCe )l 12(G)|
26| = mEs e e

1<

12(Gy)|
T = 1G]

UG =rk-rg—1... T 1y 2"
potrzebujemy dobre przyblizenia r;
jak dobre?

powiedzmy, ze s; przybliza r;

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie Lemat:

jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, d/k)-aproksymacja r;
Zakladamy: (C H 225 e-jednostajna probka Q(H) ) Y Jest (</2k, o/k)-ap Symaa
to W spelnia Cel.
Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]
Chcemy: G 2, (¢, §)-aproksymacja |Q(G)] P(ls; —ri| < gzri) >1-2

P (‘Sl —7“1" > ﬁ’l‘z) < %

Wejscie: graf G, parametry =, d
k - k -

n = liczba wierzchotkéw G | Cel: Taka zmienna IV, ze P (Ui:lﬂsi =il > ﬁh}) < Eina P (Isi =il > zmi)

e1,...,e, — krawedzie G P (

\Q((

k5 N
<) 7 =20
)21_5 Zz—lk

1‘ -
W ~
P (‘\SZ(G)\ 1( < ) =

Gi = (‘/7 {61,...761‘})
Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)
Gr,=G

OGO 19(GCe )l 12(G)|
26| = mEs e e

12(Gy)|
T = 1G]

UG =rk-rg—1... T 1y 2"
potrzebujemy dobre przyblizenia r;
jak dobre?

powiedzmy, ze s; przybliza r;

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie Lemat:

jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, d/k)-aproksymacja r;
Zakladamy: (C H 225 e-jednostajna probka Q(H) ) Y Jest (</2k, o/k)-ap Symaa
to W spelnia Cel.
Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]
Chcemy: G 2, (¢, §)-aproksymacja |Q(G)] P(ls; —ri| < gzri) >1-2

P (‘Sl —7“1" > ﬁ’l‘z) < %

Wejscie: graf G, parametry =, d
k - k -

n = liczba wierzchotkéw G | Cel: Taka zmienna IV, ze P (Ui:lﬂsi =il > ﬁh}) < Eina P (Isi =il > zmi)

e1,...,e, — krawedzie G P (

\Q((

koo s
<k 0
—af<) s ’ izt k
Gi= (V. {e1,...,ei}) P(‘\sz(o)\
Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)

Gr=G P (1 _o<
Q(G)] = LACDL Gkl UG UG
QG- 1)| [QGr-—2)] " QG [2Go)]

12(Gy)|
T = 1G]

UG =rk-rg—1... T 1y 2"
potrzebujemy dobre przyblizenia r;
jak dobre?

powiedzmy, ze s; przybliza r;

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie Lemat:

jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, §/k)-aproksymacja r;

Zakladamy: H 2% --jednostajna prébka (/1) ) _
to W spelnia Cel.

Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]
Chcemy: G 2 (¢, 6)-aproksymacja |Q(G P(lsi —r| < =) >1—2
2k k
P (‘Sl — 7“1" > ﬁ’l‘z) < %

Wejscie: graf G, parametry =, d
k - k -

n = liczba wierzchotkéw G | Cel: Taka zmienna IV, ze P (Ui:lﬂsi =il > ﬁh}) < Eina P (Isi =il > zmi)

e1,...,e, — krawedzie G P (

k £} N
<) 7 =20
) > 14§ Zz—l k
P W

(‘ @ ~

-1
G, = (V/{e1,....e}) @ ‘

Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)

Gy, =G

QG| 192(Cn)] G| l2G
C)| = sy - e - faaS .

12(Gy)|
T = 1G]

UG =rk-rg—1... T 1y 2"
potrzebujemy dobre przyblizenia r;
jak dobre?

powiedzmy, ze s; przybliza r;

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie Lemat:

jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, §/k)-aproksymacja r;

Zakladamy: H 2% --jednostajna prébka (/1) ) _
to W spelnia Cel.

Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]
Chcemy: G 2 (¢, 6)-aproksymacja |Q(G P(lsi —r| < =) >1—2
2k k
P (‘Sl — 7“1" > ﬁ’l‘z) < %

Wejscie: graf G, parametry =, d
k . k .
n = liczba wierzchotkéw G | Cel: Taka zmienna IV, ze P (Ui:lﬂsi =il > ﬁh}) < Eina P (Isi =il > zmi)
ko5 s
<E b
) > 14§ Zz—l k

e1,...,e, — krawedzie G P (
Gi = (‘/7 {61,...761‘})
Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)

Gy, =G

OGO 19(GCe )l 12(G)|
26| = mEs e e

m(( 1‘

12(Gy)|
T = 1G]

UG =rk-rg—1... T 1y 2"
potrzebujemy dobre przyblizenia r;
jak dobre?

powiedzmy, ze s; przybliza r;

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie Lemat:

jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, §/k)-aproksymacja r;

Zakladamy: H 2% --jednostajna prébka (/1) ) _
to W spelnia Cel.

Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]
Chcemy: G 2, (¢, §)-aproksymacja |Q(G)] P(ls; —ri| < gzri) >1-2

P (‘Sl —7“1" > ﬁ’l‘z) < %

Wejscie: graf G, parametry =, d
k . k .
n = liczba wierzchotkéw G | Cel: Taka zmienna IV, ze P (Ui:lﬂsi =il > ﬁh}) < Eina P (Isi =il > zmi)
ko5 s
<E b
) > 14§ Zz—l k

e1,...,e, — krawedzie G
P( m((

Gi = (‘/7 {617"’7ei})
Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™) )
Gr,=G € <1+:>=

1Q(G)| = 2G| | 1(Gr-1)| | . [Q(G2)| | [Q(Ga
|Q (Gr— 1)| [Q(Gr—2)] 1Q(G1)] 0 1— o ShiShornsatsy gy o

i = m( =

\Q(z)|:7‘k~rk_1-...~7“2-r1-2” i= _7<%<1+ﬁ}):
potrzebujemy dobre przyblizenia r;

o ‘—‘<'47‘i)>1—5
jak dobre? - < gk U

powiedzmy, ze s; przybliza r;

1<

W =8k Sp_1...-89-81-2"



Prébkowanie — Zliczanie

Zaktadamy:

Chcemy: G 2, (¢, §)-aproksymacja |Q(G)]

Wejscie: graf G, parametry =, d

H 2%, ~_jednostajna prébka (/)

Lemat:
jesli mamy s;, ktére jest (¢/2k, §/k)-aproksymacja r;

to W spelnia Cel.
Dowod:  Z definicji dla kazdego i € [k]

P(ls; —ri| < gzri) >1-2

P (‘Sl —7“1" > ﬁ’l‘z) < %

n = liczba wierzchotkow G | Cel: Taka zmienna W,

7e
)21—5

e1,...,e, — krawedzie G P (
Gi: (‘/7{61,...761‘})

\Q((

1<

k - k .
P (Ui{lsi =il > sprid) < SEL P (Isi = 7il > 573)

ks N
<Yia5=0

Go — same wierzcholki (|Q2(Gp)| = 2™)
Gp,=G

1Q(G)| = | 2G| 192(Gr-1)] L 1Q(G2)|

Q(Gr— 1)| [Q(Gr—2) " QG

12(Gy)|
T = 1G]

QUG =7k -1
potrzebujemy dobre przyblizenia r;
jak dobre?

powiedzmy, ze s; przybliza r;

."I“Q-’I“1~2n

W =8k Sp_1...-89-81-2"

Czyli wystarczy umie¢ aproksymowac

W
PQMwM w

P(1—;<

P (1 . < Sk'Sk—1"---"82'81

TkThk—1"---"T2'T1

P(ﬂf:1{1_ﬁ<sb<1+ﬁ}>=

k . -
P (ﬂi:1{|5i —ri| < 277’1'}) >1-90 0

[(H)|
[Q2(H")]

gdzie H = H' + e dla pewnej krawedzi e.




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-0

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbioér I € Q(H')




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-0

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:
bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbioér I € Q(H')
X; = €QH))




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-0

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:
bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbioér I € Q(H')
Xi=[I € Q(H)]
Y = % Z:ll Xi




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbioér I € Q(H')

Xi=[HLeQH)]  gr)=1y" BX;)=

s 1 m )
V=n i X




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbioér I € Q(H')

Xi=[HLeQH)]  gr)=1y" BX;)=

M

V= m i = B([I € Q(H))) = P(I € Q(H)) =




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' 4+ e i parametry ¢’ = =/2k, 6’ = /k
grary g

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbioér I € Q(H')

Xi=[HLeQH)]  gr)=1y" BX;)=

M

V= m i = B([I € Q(H))) = P(I € Q(H)) =

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!)




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' 4+ e i parametry ¢’ = =/2k, 6’ = /k
grary g

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbioér I € Q(H')

Xi=[HLeQH)]  gr)=1y" BX;)=

M

V= m i = B([I € Q(H))) = P(I € Q(H)) =

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!)

R>3




Zakladamy: H 2% -_jednostajna probka O(/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')

Xi=[HLeQH)]  gr)=1y" BX;)=

V=mEiaX = B([I € Q(H))) = P(I € Q(H)) =

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!)

R > 1 (dodajac krawedz zabijamy zbiory z elementami
. Z 5

2w obu koncach, ale zawsze mozemy usunaé jeden element)




Zakladamy: H 2% -_jednostajna probka O(/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')

Xi=[HLeQH)]  gr)=1y" BX;)=

V=mEiaX = B([I € Q(H))) = P(I € Q(H)) =

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!) o
Definicja:
R> % ivd Ziaj?;::v:fdu: zlivjvdeym::nyy“le:c:den element) Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)
na skonczonej przestrzeni {2
daje =-jednostajng probke € jesli
dla kazdego S C Q2

P(X €8)— 3 <=




Zakladamy: H 2% -_jednostajna probka O(/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')

Mo e R0 = T R =
V=1 X = E([I € QH)]) =PI € QH)) =

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!) Definicia:
R> % ivd Ziaj?;::v:fdu: zlivjvdeym::nyy“le:c:den element) Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)
lp— R =|P(I € QH))— ”3((5/)” =% na skoficzonej przestrzeni (2

daje =-jednostajng probke € jesli

dla kazdego S C Q2

P(X €8)— 3 <=




Zakladamy: H 2% -_jednostajna probka O(/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')

Mo e R0 = T R =
V=1 X = E([I € QH)]) =PI € QH)) =

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!) o
Definicja:
1 (dodajac krawedz zabijamy zbiory z elementami -
2w obu koticach, ale zawsse moemy usunaé jeden clement) Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)

=|P(I € Q(H)) - ”3((5/)” =% na skoficzonej przestrzeni (2

R>

daje =-jednostajng probke € jesli
dla kazdego S C Q2
S R
P(X €8)— 3 <=

2P
,\R\]‘+3R




Zakladamy: H 2% -_jednostajna probka O(/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

Cel2: Taka zmienna Y, ze

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')

Mo e R0 = T R =
V=1 X = E([I € QH)]) =PI € QH)) =

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!) o
Definicja:
(dodajac krawedz zabijamy zbiory z elementami -

w obu koticach, ale zawsze mozemy usunaé jeden element) Zmienna losowa X (randomizowany algorytm)
|P(I € QH)) — ”3((5/)' | < =% na skoficzonej przestrzeni (2

daje =-jednostajng probke € jesli

dla kazdego S C Q2

2/
1+ P(X €8)— 3 <=

1+3I




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7)

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

R= llﬂ((H))l‘ Cel2: Taka zmienna Y, ze
= le@E

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')

Mo e R0 = T R =
V=5 X — E([I € Q(H)]) = P(I € Q(H)) =:

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!)

(dodajac krawedz zabijamy zbiory z elementami

w obu koiicach, ale zawsze mozemy usungé jeden element)

Q(H)|
[P(I € Q(H)) — I‘Q((H/)I| B> Twierdzenie 11.1 (Chernoff):

<1+ Niech X,...,X,, indykatory iid majace E(X;) = pu.
Jedli m > 3In(2/0)/p=2,
to P(|-5 2o, Xi — pl > =) <.

+ E




Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7) z Tw jedli m > 3In(2/6")/u(c'/6)2,

Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

R= llﬂ((H))l‘ Cel2: Taka zmienna Y, ze
= le@E

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:

bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')

Mo e R0 = T R =
V=5 X — E([I € Q(H)]) = P(I € Q(H)) =:

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!)

(dodajac krawedz zabijamy zbiory z elementami

w obu koiicach, ale zawsze mozemy usungé jeden element)

Q(H)|
[P(I € Q(H)) — I‘Q((H/)I| B> Twierdzenie 11.1 (Chernoff):

<1+ Niech X,...,X,, indykatory iid majace E(X;) = pu.
Jedli m > 3In(2/0)/p=2,
to P(|-5 2o, Xi — pl > =) <.

+ E




/0")/ 1= /6)*,
In(2/0")/('/6)?,

Zakltadamy: H 2% --jednostajna probka ((/7) z Tw jesli m > 3ln(2
albo stabiej m > 9
Wejscie: grafy H, H', gdzie H = H' + e i parametry ¢ = =/2k,0' = 0/k

R= llﬂ((H))l‘ Cel2: Taka zmienna Y, ze
= le@E

P(lz-1<e)>1-¢

wiele razy (Xi,...,X,,) powtarzamy:
bierzemy ¢’/3-jednostajnie zbiér I € Q(H')
X': [IEQ( )] ( )_ - Er” ( ):
1 m
= i 2=t = E([I € Q(H)]) = P(I € QH)) =: 4

nie jest to doktadnie schemat z poczatku (przyblizenie!)

(dodajac krawedz zabijamy zbiory z elementami
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8 N — . . . . .on
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jesli s;, jest (¢/2k,0/k)-aproksymacja r; to W dobre

s; otrzymujemy za pomoca zatozonego FPAUS
jak wyzej
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Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}

p:2—>

p:g—)




Path coupling

Wejscie: graf G z A(G) < 4

Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}

p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p:g—)




Path coupling

Wejscie: graf G z A(G) < 4

Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}

p=2— I'=(I\{u}) U{v}
p=3— I'=(I\{v}) U{u}




Path coupling

Wejscie: graf G z A(G) < 4

Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na () z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = uv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}

p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.




Path coupling

Wejscie: graf G z A(G) < 4

Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}

nie powinno by¢ trudno poréwnaé K?(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}

nie powinno by¢ trudno poréwnaé K?(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}

nie powinno by¢ trudno poréwnaé K?(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(K2(DAKI(D)]) < 1




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(|KP(DAKP(J)|) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(|KP(DAKP(J)|) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(|KP(DAKP(J)|) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xeg1, Yen) = (K77 (Xe), KT (V)




IAJ = (I\J) U (J\I) Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla Q(()

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

(Xeg1, Vi) = (K2H(X), K2 (Y2))

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(|KP(DAKP(J)|) < 1




IAJ = (I\J) U (J\I) Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla Q(()

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

(Koot Yirr) = (K2 (X0), K2 (V) dy = [ X,AY)|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(|KP(DAKP(J)|) < 1




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(K2(DAKI(D)]) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw
Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}

p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(K2(DAKI(D)]) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di

Rozwazmy przypadki jakie jest d;




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}

p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(K2(DAKI(D)]) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di

Rozwazmy przypadki jakie jest d; niech K = KZ*




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(K2(DAKI(D)]) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw
Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di

Rozwazmy przypadki jakie jest d; niech K = KZ*
Jesli dt =0 to Xt = }/;5, WIQC Xt+1 = }/H»l




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze

B(K/(AK? () < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di

Rozwazmy przypadki jakie jest d; niech K = KZ*

Jedli dy =0 to X; =Y, wiec X1 =Y

Jedli dy =1 to | X:AYy| = 1, a ten przypadek juz zrobiliSmy




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(K2(DAKI(D)]) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie

(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|
Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny
Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di
niech K = K7*

Jedli dy =0 to X; =Y, wiec X1 =Y
Jedli dy =1 to | X:AYy| = 1, a ten przypadek juz zrobiliSmy

Rozwazmy przypadki jakie jest d;

Jesli dy > 1 to taczymy X, z Y; "$ciezka”




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(|KP(DAKP(J)|) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie

(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|
Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny
Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di
niech K = K7*

Jedli dy =0 to X; =Y, wiec X1 =Y
Jedli dy =1 to | X:AYy| = 1, a ten przypadek juz zrobiliSmy

Rozwazmy przypadki jakie jest d;

Jesli dy > 1 to taczymy X, z Y; "$ciezka”




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(|KP(DAKP(J)|) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di

niech K = K7*

Jedli dy =0 to X; =Y, wiec X1 =Y

Jedli dy =1 to | X:AYy| = 1, a ten przypadek juz zrobiliSmy

Rozwazmy przypadki jakie jest d;

Jesli dy > 1 to taczymy X, z Y; "$ciezka” X\, = {1, .

.
VAN ={y1,- 5 ys)




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
E(K2(DAKI(D)]) < 1

Chcemy uzy¢ sprzegania tancuchéw

Niech (X,Y:) tancuchem takim, ze losujemy ey, p; jednostajnie
(Xig1, Yiqr) = (K27 (Xy), K21 (V) di = | X4 AYy|

Lanuch (X;); ma rozklad stacjonarny jednostajny

Wystarczy pokazaé, ze E(diq | di) < di

niech K = K7*

Jedli dy =0 to X; =Y, wiec X1 =Y

Jedli dy =1 to | X:AYy| = 1, a ten przypadek juz zrobiliSmy

Rozwazmy przypadki jakie jest d;

Jesli dy > 1 to taczymy X, z Y; "$ciezka” X\, = {1, .

)

= X, VAN ={y1,..-,ys}




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.

Majac dany zbiér I € Q(() definiujemy krok z I.

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'=1\{u,v}
p=2— I'=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U{u}
Jesli I' € O(G) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Majac I,J € Q(() takie, ze J =T U {z}
nie powinno by¢ trudno poréwnaé KP(I) z KP(J)
dla e, p wylosowanych jednostajnie.

faktycznie, analizujac przypadki pokazemy, ze
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Jesli dy > 1 to taczymy X, z Y; "$ciezka” X\, = {1, .

)

= X, VAN ={y1,..-,ys}

= X\{z1}




IAJ = (I\J) U (J\I)

Path coupling
Wejscie: graf G z A(G) < 4
Cel: FPAUS dla (&)

Plan: Lancuch Markova na ()((7) z 7 jednostajnym

Pokazemy, ze zbiega szybko do 7.
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Wejécie: graf G z A(G) < 4

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}

p=2— I'"=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
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I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1
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Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K =KP
D =|K(IAK(J)|
cheemy E(D) < 1




Wejécie: graf G z A(G) < 4

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K =KP
D =|K(IAK(J)|
cheemy E(D) < 1

Dowdd:

Niech e = uv




Wejécie: graf G z A(G) < 4

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K =KP
D =|K(IAK(J)|
cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = uv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1




Wejécie: graf G z A(G) < 4

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K =KP
D =|K(IAK(J)|
cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = uwwv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejécie: graf G z A(G) < 4
L |IN(wnI|>2

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

IL [N(u)n /| =1

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K = KP:
D = |K(I)AK(J)] IL [N(u)N /| =0
cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejécie: graf G z A(G) < 4
L |IN(wnI|>2

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

IL [N(u)n /| =1

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K = Kr
-t

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 F___<5§%

cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejécie: graf G z A(G) < 4
L |IN(wnI|>2

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

IL [N(u)n /| =1

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K = Kr
-t

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 F___<5§%

cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 - 1 )
LINunIll>2 ¢ w kazdym przypadku D <1

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

IL [Nwyn/|=1 7 > jesli v € {vy,v3} to D =1
3

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1
K =K' - v
D = [K(DAK(J)] 0L [N(u)n | =0 J.—uég;

cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 *”o—uév; jesliv € {va,v3} to D=1
U3

p=2— I'"=(I\{u}) U{v}

jesli v =z to

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

jesli v = vy to
Lemat: !

I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K =KP "
) _ xr u
D = [K(DAK()| TIL |[N(u) N 7| =0 '—‘<$§

cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ vy W kazdym przypadku D <1

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 *”o—uév; jesliv € {va,v3} to D=1
U3

p=2— I'"=(I\{u}) U{v}

jesli v =z to pe{l,2} = D=0

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

jesli v = vy to
Lemat: !

I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K =KP o
) _ xr u

D — IK(DAK () ML [N(u) N 7] = 0 '—‘<$§

cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejécie: graf G z A(G) < 4

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}

p=2— I'"=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

e, p losowane jednostajnie,

wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K = K7

D= |K(I)AK(J)|

cheemy E(D) < 1
Dowdd:

Niech e = wv

Jesli u,v ¢ N(z) to D=1

Zal6zmy wiec, ze u € N(x)

w kazdym przypadku D < 1

. v

L N@w)n/|>2 <lf.—“<v§
U3

. v

L IN(u)n 7| =1 l.—“.évé
v3

pe{l,2} = D=0

jesli v € {vg,v3} to D =1
jesli v =z to

jesli v = vy to

o v
1L |[N(u) N /| = 0 J.—“éué
3




Wejécie: graf G z A(G) < 4

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}

p=2— I'"=(I\{u}) U{v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1
K =K'
D = |K(I)AK(J)]
cheemy E(D) < 1
Dowdd:
Niech e = uv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)

w kazdym przypadku D < 1

. v

L N@w)n/|>2 <lf.—“<v§
U3

. v

L IN(u)n 7| =1 l.—“.évé
v3

pe{l,2} = D=0
p=3—-D=1
pe{l,2} - D=1

jesli v € {vg,v3} to D =1
jesli v =z to

jesli v = vy to

o v
1L |[N(u) N /| = 0 J.—“éué
3




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 *”o—uév; jesliv € {va,v3} to D=1
U3

p=2— I'"=(I\{u}) U{v}

jesli v =z to pe{l,2} = D=0
p=3—-D=1
jesiv=wvito pe{l,2} = D=1
p=3— D=3

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K = Kr
L [N(u)N /| =0 " u v
D =|K(IAK(J)| : = b
cheemy E(D) < 1
Dowdd:
Niech e = uv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1

Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ vy W kazdym przypadku D <1

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3
=1— I' =1\{u,v . v

b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 *”o—uév; jesliv € {va,v3} to D=1
p=2— I'=(1\{u}) U {0} .

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

jesli v =z to pe{l,2} = D=0

jesiv=wvito pe{l,2} = D=1

Lemat:
p=3—-D=3

(bo K(I) = U {u}\{or} i K(J) = J)

I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}
e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K = Kr
L [N(u)N /| =0 " u v
D =|K(IAK(J)| : = b
cheemy E(D) < 1
Dowdd:
Niech e = uv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1

Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 J’.—“évé jesliv € {va,v3} to D=1
p=2— I'=(I\{u}) U{o} .

p=3— I'=(I\{v}) U{u} jesli v =z to pe{l,2} - D=0
Jedli I' € O(C) to KP(I) = I', wpp KP(I) = I. p=3—D=1

jesiv=wvito pe{l,2} = D=1

Lemat:
o L p=3—-D=3
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

. - (bo K (1) = T U{uj\{v1} i K(J) = J)
e, p losowane jednostajnie,

wtedy E(|K7(1)AKP(J)]) < 1 E(D|ec{ur,un;})=3(2-0+%-1)+3(3-14+%-3)=1
K = KPr

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 ’—‘<$§

cheemy E(D) < 1

Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 J’.—“évé jesliv € {va,v3} to D=1
p=2— I'=(I\{u}) U{o} .

p=3— I'=(I\{v}) U{u} jesli v =z to pe{l,2} - D=0
Jedli I' € O(C) to KP(I) = I', wpp KP(I) = I. p=3—D=1

jesiv=wvito pe{l,2} = D=1

Lemat:
o L p=3—-D=3
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

. - (bo K (1) = T U{uj\{v1} i K(J) = J)
e, p losowane jednostajnie,

wtedy E(|K7(1)AKP(J)]) < 1 E(D|ec{ur,un;})=3(2-0+%-1)+3(3-14+%-3)=1
K = KPr

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 ’—‘<$§

cheemy E(D) <1 jesliv=1rto D=0
Dowdd:

Niech e = uv

Jesli u,v ¢ N(z) to D=1

Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejécie: graf G z A(G) < 4

Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3}
p=1— I'= N\{u0}
p=2— I'=(I\{u}) U {v}

p=3— I'=(I\{v}) U {u}
Jesli I' € Q) to KP(I) = I', wpp KP(I) = 1.

Lemat:
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

e, p losowane jednostajnie,

wtedy E(|K2(I)AKP(J)|) <1

K = K7
D= |K(I)AK(J)|
cheemy E(D) < 1
Dowdd:
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)

L N@w)n/|>2 4’f.—“.< :
o v
IL [N(u)n /| =1 <lf.—“.< :

jesli v =z to
p =
jesli v = vy to

p =
(bo K

E(D|e € {ur,un}) =

jesli v = v;

v
ve W kazdym przypadku D < 1
v3

ve jesliv € {vg,v3} to D=1
U3

pe{l,2} = D=0

3—-D=1

pe{l,2} - D=1

3—-D=3 '—’<

(1) = Tu{ui\fu} i K(J) = J)

R RS SR IR J R

1L [N(u) N 7] = 0 41‘.—“.<

jesiv=xto D=0

U1
V2
U3




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 J’.—“évé jesliv € {va,v3} to D=1
p=2— I'=(I\{u}) U{o} .

p=3— I'=(I\{v}) U{u} jesli v =z to pe{l,2} - D=0
Jedli I' € O(C) to KP(I) = I', wpp KP(I) = I. p=3—D=1

jesiv=wvito pe{l,2} = D=1

Lemat:
o L p=3—-D=3
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

. - (bo K (1) = T U{uj\{v1} i K(J) = J)
e, p losowane jednostajnie,

wtedy E(|K7(1)AKP(J)]) < 1 E(D|ec{ur,un;})=3(2-0+%-1)+3(3-14+%-3)=1
K = KPr

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 ’—‘<$§

cheemy E(D) < 1 jedliv=a2to D=0

Dowdd: jesli v = vy pe{l,2} = D=1
Niech e = wv
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 *”.—Uévé jesliv € {va,v3} to D=1
p=2— I'=(I\{u}) U{o} .

p=3— I'=(I\{v}) U{u} jesli v =z to pe{l,2} - D=0
Jedli I' € O(C) to KP(I) = I', wpp KP(I) = I. p=3—D=1
jesiv=wvito pe{l,2} = D=1

Lemat:
o L p=3—-D=3
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

(bo K(I) = U {u}\{or} i K(J) = J)

e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K7(1)AKP(J)]) < 1 E(D|ec{ur,un;})=3(2-0+%-1)+3(3-14+%-3)=1
K =K'

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 ’—‘<$§

cheemy E(D) < 1 jedliv=a2to D=0

Dowdd: jesli v = vy pe{l,2} = D=1
Niech e = uv p=3—> D=2
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 J’.—“évé jesliv € {va,v3} to D=1
p=2— I'=(I\{u}) U{o} .

p=3— I'=(I\{v}) U{u} jesli v =z to pe{l,2} - D=0
Jedli I' € O(C) to KP(I) = I', wpp KP(I) = I. p=3—D=1
jesiv=wvito pe{l,2} = D=1

Lemat:
o L p=3—-D=3
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

(bo K(I) = U {u}\{or} i K(J) = J)

e, p losowane jednostajnie,
wtedy E(|K7(1)AKP(J)]) < 1 E(D|ec{ur,un;})=3(2-0+%-1)+3(3-14+%-3)=1
K =K'

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 ’—‘<$§

cheemy E(D) < 1 jedliv=a2to D=0

Dowdd: jesli v = v; pe{l,2} - D=1

Niech e = uv p=3—> D=2 ¢ '<E
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1 (bo K(I)=TU{u}i K(J)=)
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)




Wejscie: graf G z A(G) < 4 . w vy )
L[NwnI|>2 .—¢<§ ve W kazdym przypadku D < 1
Dla krawedzi e = wv w G ip € {1,2,3} U3

=1— I' =1\{u,v . v
b Mo, v} IL [N(w)Nn /| =1 *”.—Uévé jesliv € {va,v3} to D=1
p=2— I'=(I\{u}) U{o} .

p=3— I'=(I\{v}) U{u} jesli v =z to pe{l,2} - D=0
Jedli I' € O(C) to KP(I) = I', wpp KP(I) = I. p=3—D=1

jesiv=wvito pe{l,2} = D=1

Lemat:
o L p=3—-D=3
I,.J € Q(G) takie, ze J =T U {x}

. - (bo K (1) = T U{uj\{v1} i K(J) = J)
e, p losowane jednostajnie,

wtedy E(|K7(1)AKP(J)]) < 1 E(D|ec{ur,un;})=3(2-0+%-1)+3(3-14+%-3)=1
K = KPr

1L [N Il=0" u u
D = |K(I)AK(J)] N(u)nI|=0 ’—‘<$§

cheemy E(D) < 1 jedliv=a2to D=0

Dowdd: jesli v = vy pe{l,2} = D=1
Niech e = uw p=3 — D=2 ’—’<E
Jesli u,v ¢ N(z) to D=1 (bo K(I)=TU{u}i K(J)=)
Zal6zmy wiec, ze u € N(x)

E(D|e€{ur,un}) < x-0+ 2232 1+4-2)=271 .4 <1




Dzickuje za uwage!




